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1 数学基础

1 数学基础

1.1 向量代数

1. 运算规则：
(1) Einstein 求和约定：A = Aiei

(2) Kronecher δ 符号：δij =

0 i ̸= j

1 i = j

(3) Levi-Civita 符号：εijk =


1 i, j, k 偶排列

−1 i, j, k 奇排列

0 i, j, k 有相同者

(4) 单位全反对称张量乘积公式：εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

2. 向量代数：
(1) 加法：A+B = (A1 +B1)e1 + (A2 +B2)e2 + (A3 +B3)e3 = (Ai +Bi)ei

(2) 数乘：αA = αA1e1 + αA2e2 + αA3e3 = αAiei

(3) 标积：A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 = AiBi

(4) 矢积：A×B = εijkeiAjBk

3. 重要结论：
(1) A · (B ×C) = C · (A×B) = B · (C ×A) (1.1)

(2) A×B ×C = (A ·C)B − (A ·B)C (1.2)

(3) (A×B) · (C ×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C) (1.3)

1.2 向量分析

1. Nabla 算符：
∇ = ∂iei (1.4)

2. Laplace 算符：
∇2 = ∇ · ∇ = (ei∂i) · (ej∂j) = δij∂i∂j = ∂i∂i (1.5)

3. 标量场的梯度：
grad φ = ∇φ = ei∂iφ (1.6)

4. 向量场的散度：
divA = ∇ ·A = ∂iAi (1.7)

5. 向量场的旋度：
rotA = ∇×A = εijkei∂jAk (1.8)

6. Gauss 公式： ˛
∂V

A · dS =

ˆ
V

∇ ·AdV (1.9)

7. Stokes 公式： ˛
∂S

A · dl =
ˆ
S

(∇×A) · dS (1.10)

8. Green 公式：
ˆ
∂V

(ψ∇φ− φ∇ψ) · dS =

ˆ
V

(ψ∇2φ− φ∇2ψ)dV (1.11)
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1 数学基础

1. ∇r = r

r
(1.12)

2. ∇1

r
= − r

r3
(1.13)

3. ∇ · r = 3 (1.14)

4. ∇× r = 0 (1.15)

5. ∇ · r

r3
= 0 (1.16)

6. ∇× r

r3
= 0 (1.17)

7. ∇×∇φ = 0 (1.18)

8. ∇ · (∇×A) = 0 (1.19)

9. ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) (1.20)

10. ∇× (A×B) = (B · ∇)A−B(∇ ·A)− (A · ∇)B +A(∇ ·B) (1.21)

11. ∇(A ·B) = (B · ∇)A+ (A · ∇)B +B ×∇×A+A×∇×B (1.22)

12. ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A (1.23)

13. (∇×A)×A = (A · ∇)A− 1

2
∇A2 (1.24)

1.3 张量分析

1. 并矢：将两个矢量并列，不做任何标积和矢积的运算。是一种特殊的二阶张量。

AB = AiBjeiej (1.25)

2. 张量：张量是一个多维数组，用于表示在多个维度上变化的量。
(1) 0 阶张量：标量
(2) 1 阶张量：矢量，A = Aiei

(3) 2 阶张量：矩阵，
⇀⇀

T = Tijeiej

3. 并矢代数：
(1) (AB) ·C = A(B ·C), C · (AB) = (C ·A)B (1.26)

(2) (AB) · (CD) = A(B ·C)D (1.27)

(3) (AB) : (CD) = (B ·C)(A ·D) (1.28)

4. 张量代数：

(1) A ·
⇀⇀

T = (Aiei) · (Tjkejek) = AiTikek = AiTijej (1.29)

(2)
⇀⇀

T ·A = (Tijeiej) · (Akek) = TikAkei = TjiAiej (1.30)

(3)
⇀⇀

T ·
⇀⇀

S = (Tijeiej) · (Sklekel) = TijSjleiel = TijSjkeiek (1.31)

(4)
⇀⇀

T :
⇀⇀

S = (Tijeiej) : (Sklekel) = TijSji (1.32)

(5)
⇀⇀

I = δijeiej (1.33)

5. 张量分析：

(1) ∇r = (∂iei)(xjej) = δijeiej =
⇀⇀

I (1.34)

(2) ∇A = (∂iei)(Ajej) = ∂iAjeiej (矢量的梯度是张量) (1.35)

(3) ∇ ·
⇀⇀

T = ∂i(Tijeiej)i = ∂iTijej (张量的散度是矢量) (1.36)
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1 数学基础

1.4 曲线系向量分析

1. 一般正交曲线系：
(1) 梯度：

∇ =
1

h1

∂

∂u1
e1 +

1

h2

∂

∂u2
e2 +

1

h3

∂

∂u3
e3 (1.37)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1
(A1h2h3) +

∂

∂u2
(A2h3h1) +

∂

∂u3
(A3h1h2)

]
(1.38)

(3) 旋度：

∇×A =
1

h2h3

[
∂

∂u2
(A3h3)−

∂

∂u3
(A2h2)

]
e1+

1

h3h1

[
∂

∂u3
(A1h1)−

∂

∂u1
(A3h3)

]
e2+

1

h1h2

[
∂

∂u1
(A2h2)−

∂

∂u2
(A1h1)

]
e3

(1.39)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(
h2h3
h1

∂

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
h3h1
h2

∂

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
h1h2
h3

∂

∂u3

)]
(1.40)

2. 柱坐标 (ρ, φ, z)：hρ = 1, hφ = ρ, hz = 1

(1) 梯度：
∇ =

∂

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂

∂φ
eφ +

∂

∂z
ez (1.41)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

ρ

[
∂

∂ρ
(Aρρ) +

∂

∂φ
Aφ +

∂

∂z
(Azρ)

]
(1.42)

(3) 旋度：

∇×A =
1

ρ

[
∂

∂φ
Az −

∂

∂z
(ρAφ)

]
eρ +

[
∂

∂z
Aρ −

∂

∂ρ
Az

]
eφ +

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)−

∂

∂φ
Aρ

]
ez (1.43)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

ρ

[
∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

∂

∂φ

(
1

ρ

∂

∂φ

)
+

∂

∂z

(
ρ
∂

∂z

)]
(1.44)

3. 球坐标 (r, θ, φ)：hr = 1, hθ = r, hφ = r sin θ
(1) 梯度：

∇ =
∂

∂r
er +

1

r

∂

∂θ
eθ +

1

r sin θ
∂

∂φ
eφ (1.45)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

r2 sin θ

[
∂

∂r
(Arr

2 sin θ) + ∂

∂θ
(Aθr sin θ) + ∂

∂φ
(Aφr)

]
(1.46)

(3) 旋度：

∇×A =
1

r2 sin θ

[
∂

∂θ
(r sin θAφ)−

∂

∂φ
(rAθ)

]
er+

1

r sin θ

[
∂

∂φ
Ar −

∂

∂r
(r sin θAφ)

]
eθ+

1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂

∂θ
Ar

]
eφ

(1.47)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

r2 sin θ

[
∂

∂r

(
r2 sin θ ∂

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin θ
∂2

∂φ2

]
(1.48)
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1 数学基础

1.5 δ 函数

1. δ 函数：满足如下两个条件的泛函。

(1) δ(x− x0) =

+∞, x− x0 = 0

0, x− x0 ̸= 0
(1.49)

(2)
ˆ +∞

−∞
δ(x− x0)dx = 1 (1.50)

2. δ 函数的三维形式：
(1) 直角坐标：

δ(r − r0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0) (1.51)

(2) 柱坐标 (ρ, θ, z)：

δ(r − r0) =
1

ρ
δ(ρ− ρ0)δ(θ − θ0)δ(z − z0) (1.52)

(3) 球坐标 (r, θ, φ)：

δ(r − r0) =
1

r2 sin θ δ(r − r0)δ(θ − θ0)δ(φ− φ0) (1.53)

(4) Possion 形式：
δ(r − r0) = − 1

4π
∇2 1

|r − r0|
(1.54)

3. δ 函数的其他形式：
(1) δ(x) = H ′(x) (1.55)

(2) δ(x) = lim
α→0

δ(x, α) = lim
α→0

1

π

ˆ +∞

0

cos kxe−αkdk = lim
α→0

1

π

α

α2 + x2
(1.56)

(3) δ(x) = lim
n→+∞

√
n

π
enx2 (1.57)

(4) δ(x) = lim
n→+∞

1

π

ˆ n

0

cos kxdx = lim
n→+∞

sinnx
πx

(1.58)

4. δ 函数的性质：
(1) δ(−x) = δ(x) (1.59)

(2) f(x)δ(x− x0) = f(x0)δ(x− x0) (1.60)

(3)
ˆ +∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (1.61)

(4) δ(φ(x)) =
k∑

i=1

1

|φ′(xi)|
δ(x− xi) (1.62)

⇒ δ(ax) =
1

|a|
δ(x), δ(x2 − a2) =

1

2|a|
(δ(x+ a) + δ(x− a)) (1.63)

5. δ 函数导数的性质：
(1) δ(n)(−x) = (−1)nδ(x) (1.64)

(2)
ˆ +∞

−∞
f(x)δ(n)(x− x0)dx = (−1)nf (n)(x0) (1.65)
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2 真空中的麦克斯韦方程组

2 真空中的麦克斯韦方程组

2.1 电荷和电场

2.1.1 Coulomb 定律

1. Coulomb 定律：
F 12 =

q1q2
4πε0

r1 − r2

|r1 − r2|3
(2.1)

2. Coulomb 定律遵循叠加原理：
F =

∑
i

Fi (2.2)

3. 点电荷的电场：
E(r) =

dF
dq =

q

4πε0

r1 − r2

|r1 − r2|3
(2.3)

4. 连续带电体的电场：
E(r) =

1

4πε0

ˆ
V ′
ρ(r)

r − r′

|r − r′|3
dV ′ (2.4)

2.1.2 电场的散度

1. 静电场 Gauss 定理： ˛
S

E(r) · dS =
Qin

ε0
(2.5)

2. 静电场的散度：
∇ ·E(r) =

ρ(r)

ε0
(2.6)

Proof. 考虑一个点电荷 q 以及一个闭合曲面，选取面元 dS，那么

E(r) · dS = E(r) cos θdS =
q

4πε0

1

r2
cos θdS

使用立体角，我们有
cos θdS = r2dΩ

因此 ˛
S

E(r) · dS =
q

4πε0

ˆ
dΩ

当点电荷位于闭合曲面中时，立体角积分为 4π，否则为 0。对于分立电荷和连续电荷可以直接推广。

2.1.3 电场的旋度

1. 静电场环路定理： ˛
L

E(r) · dl = 0 (2.7)

2. 静电场的旋度：
∇×E(r) = 0 (2.8)

Proof. 考虑单个点电荷，
˛
L

E(r) · dl = q

4πε0

˛
L

r

r3
· dl = q

4πε0

˛
L

1

r3
· rdr = − q

4πε0

˛
L

d
(
1

r

)
= 0

对于分立电荷和连续电荷可以直接推广。
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2 真空中的麦克斯韦方程组

1. 点电荷的电势：
φ(r) =

1

4πε0

1

|r − r′|
(2.9)

2. 连续带电体的电势：
φ(r) =

1

4πε0

ˆ
V ′

ρ(r′)

|r − r′|
dV ′ (2.10)

3. 电场是电势的负梯度：
E(r) = −∇φ(r) (2.11)

4. Possion 方程：
∇2φ(r) = −ρ(r)

ε0
(2.12)

5. Laplace 方程：
∇2φ(r) = 0 (2.13)

2.2 电流和磁场

2.2.1 电流密度和电荷守恒定律

1. 电荷密度：
ρ(r, t) = lim

∆V→0

∆Q

∆V
⇒ Q(t) =

ˆ
V

ρ(r, t)dV (2.14)

2. 电流密度：
j(r, t) = ρ(r)v (2.15)

3. 电流强度：
I(t) =

ˆ
S

j(r, t)dS (2.16)

4. 电荷守恒定律：
∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · j(r, t) = 0 (2.17)

2.2.2 Biot-Savart 定律

1. 电流元 Idl 在磁场中的受力：
dF = Idl×B (2.18)

2. Biot-Savart 定律：
dB(r) =

µ0

4π

Idl× (r − r′)

|r − r′|3
(2.19)

B(r) =
µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)× r − r′

|r − r′|3
dV ′ (2.20)

3. 闭合细导线产生的磁感应强度：j(r′)dV ′ = Idl

B(r) =
µ0

4π

˛
L

Idl× (r − r′)

|r − r′|3
(2.21)

2.2.3 磁场的散度

1. 静磁场 Gauss 定理： ˛
S

B(r) · dS = 0 (2.22)

2. 静磁场的旋度：
∇ ·B(r) = 0 (2.23)
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2 真空中的麦克斯韦方程组

Proof. 从 Biot-Savart 定律出发，有

B(r) =
µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)× r − r′

|r − r′|3
dV ′ (对 r 作梯度，利用式(1.13))

= −µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)×∇r
1

|r − r′|
dV ′ =

µ0

4π

ˆ
V ′

∇r ×
j(r′)

|r − r′|
dV ′ = ∇r ×A(r)

其中，磁矢势 A(r) 定义为

A(r) =
µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)

|r − r′|
dV ′

因此，再利用式(1.19)可得
∇ ·B(r) = ∇ · (∇×A(r)) = 0

2.2.4 磁场的旋度

1. Ampere 环路定理： ˛
L

B(r) · dl = µ0I = µ0

ˆ
S

j(r) · dS (2.24)

2. 静磁场的旋度：
∇×B(r) = µ0j(r) (2.25)

Proof. 从矢量势出发计算静磁场的旋度：

∇×B(r) = ∇× (∇×A(r)) = ∇(∇ ·A(r))−∇2A(r)

=
µ0

4π
∇r

[ˆ
V ′

∇r ·
j(r′)

|r − r′|
dV ′

]
− µ0

4π

ˆ
V ′

∇2
r

j(r′)

|r − r′|
dV ′

先计算第一项。因为积分区域包括了所有电流，没有电流通过界面，
ˆ
V ′

∇r′ ·
j(r′)

|r − r′|
dV ′ =

˛
S

j(r′)

|r − r′|
· dS = 0

因此第一项为零，只需要计算第二项

∇×B(r) = −µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)∇2
r

1

|r − r′|
dV ′ =

µ0

4π

ˆ
V ′

j(r′)4πδ(r − r′)dV ′ = µ0j(r)

2.3 含时电磁场

2.3.1 Faraday 电磁感应定律

1. Faraday 电磁感应定律： ˛
L

E(r, t) · dl = − d
dt

ˆ
S

B(r, t) · dS (2.26)

2. 电场的旋度：
∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t
(2.27)

Proof. Neumann 首次给出的数学形式为

ε(t) = − d
dt

ˆ
S

B(r, t) · dS

感应电动势又可以写成电场强度沿闭合回路的线积分

ε(t) =

˛
L

E(r, t) · dl =
ˆ
S

(∇×E(r, t)) · dS

联立以上两式可得 Faraday 电磁感应定律。
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2 真空中的麦克斯韦方程组

2.3.2 位移电流

1. 电荷守恒定律给出：
∇ · j(r, t) = −∂ρ(r, t)

∂t
(2.28)

磁场的旋度式(2.25)取散度：
∇ · j(r, t) = 0 (2.29)

发现它们并不自洽。
2. 电场的散度式(2.6)取微分：

ε0∇ · ∂E(r, t)

∂t
=
∂ρ(r, t)

∂t
(2.30)

3. Maxwell 将磁场的旋度修改为：

∇×B(r, t) = µ0j(r, t) + µ0ε0
∂E(r, t)

∂t
(2.31)

4. 位移电流密度：
jD(r, t) = ε0

∂E(r, t)

∂t
(2.32)

2.3.3 真空中的 Maxwell 方程组



∇ ·E(r, t) =
ρ(r, t)

ε0

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t

∇ ·B(r, t) = 0

∇×B(r, t) = µ0j(r, t) + µ0ε0
∂E(r, t)

∂t

(2.33)

2.3.4 Lorentz 力公式

1. 点电荷在电磁场中的受力：
F (r, t) = qE(r, t) + qv ×B(r, t) (2.34)

2. 连续带电体在电磁场中的受力密度：

f(r, t) = ρ(r, t)E(r, t) + ρ(r, t)v ×B(r, t)

= ρ(r, t)E(r, t) + j(r, t)×B(r, t) (2.35)

2.4 电磁规律的守恒律

2.4.1 电荷守恒

1. 电荷守恒定律：
∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · j(r, t) = 0 (2.36)

Proof. 由 Maxwell 方程组(2.33)式四取散度可得

∇ · (∇×B(r, t)) = µ0∇ · j(r, t) + µ0ε0
∂

∂t
(∇ ·E(r, t)) = 0

式一对时间求偏导可得
∂

∂t
(∇ ·E(r, t)) =

1

ε0

∂ρ(r, t)

∂t

联立以上两式可得电荷守恒定律。
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2 真空中的麦克斯韦方程组

2.4.2 能量守恒

1. Poynting 定理：
∂ω(r, t)

∂t
+∇ · S(r, t) + j(r, t) ·E(r, t) = 0 (2.37)

2. 能量密度：
w(r, t) =

1

2

(
ε0E

2(r, t) +
1

µ0

B2(r, t)

)
(2.38)

3. 能流密度：
S(r, t) =

1

µ0

(E(r, t)×B(r, t)) (2.39)

Proof. 区域 V 内的能量守恒方程应该写为

d
dt

ˆ
V

w(r, t)dV = −
˛
S

S(r, t) · dS −
ˆ
V

∂

∂t
wint(r, t)dV

其中，w(r, t) 为能量密度，S(r, t) 为能流密度，最后一项 wint(r, t) 表示区域内场与粒子相互作用的能量
交换，具体形式可以通过 Lorentz 力写出来

∂

∂t
wint(r, t) = f(r, t) · v = ρ(r, t)v ·E(r, t) = j(r, t) ·E(r, t)

用 E(r, t) 点乘方程组(2.33)中的式四，可得

E(r, t) · (∇×B(r, t)) = µ0E(r, t) · j(r, t) + µ0ε0E(r, t) · ∂E(r, t)

∂t

再用 B(r, t) 点乘方程组(2.33)中的式二，可得

B(r, t) · (∇×E(r, t)) = −B(r, t) · ∂B(r, t)

∂t

上面两式相减并利用式(1.20)给出

∇ · (B(r, t)×E(r, t)) = E(r, t) · (∇×B(r, t))−B(r, t) · (∇×E(r, t))

= µ0E(r, t) · j(r, t) + µ0ε0E(r, t) · ∂E(r, t)

∂t
+B(r, t) · ∂B(r, t)

∂t

= µ0j(r, t) ·E(r, t) +
1

2
µ0ε0

∂E2(r, t)

∂t
+

1

2

∂B2(r, t)

∂t

若令

S(r, t) =
1

µ0

(E(r, t)×B(r, t)), w(r, t) =
1

2

(
ε0E

2(r, t) +
1

µ0

B2(r, t)

)
此式又可以写为

∂w(r, t)

∂t
+∇ · S(r, t) + j(r, t) ·E(r, t) = 0

2.4.3 动量守恒

1. 动量守恒：
f(r, t) +

∂g(r, t)

∂t
+∇ ·

⇀⇀

T (r, t) = 0 (2.40)

2. 动量密度：
g(r, t) = ε0E(r, t)×B(r, t) = ε0µ0S(r, t) (2.41)

3. 动量流密度：
⇀⇀

T (r, t) = ω(r, t)
⇀⇀

I − ε0E(r, t)E(r, t)− 1

µ0

B(r, t)B(r, t) (2.42)
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2 真空中的麦克斯韦方程组

Proof. 区域 V 内的动量守恒方程应该写为
ˆ
V

f(r, t)dV = − d
dt

ˆ
V

g(r, t)dV −
˛
S

⇀⇀

T (r, t) · dS

其中，g(r, t) 为动量密度，
⇀⇀

T (r, t) 为动量流密度，这是因为因为动量密度的每个分量都有一个三维的流
密度矢量，将其放在一起就构成一个张量。
利用方程组中含源的两个方程，则洛伦兹力密度 f(r, t) 可以写为

f = ρE + j ×B = ε0(∇ ·E)E +
1

µ0

(∇×B)×B − ε0
∂E

∂t
×B

由另外两个方程我们凑出下式：

0 =
1

µ0

(∇ ·B)B + ε0

(
(∇×E) +

∂B

∂t

)
×E

上面两式相加，可得一个关于 E(r, t) 和 B(r, t) 对称的形式：

f = ε0 [(∇ ·E)E + (∇×E)×E] +
1

µ0

[(∇ ·B)B + (∇×B)×B]− ε0
∂

∂t
[E ×B]

通过张量分析我们有

∇ · (AA) = (∇ ·A)A+ (A · ∇)A, (∇×A)×A = (A · ∇)A− 1

2
∇A2,

利用这两个公式我们可以得到

(∇ ·E)E + (∇×E)×E = ∇ ·
[
EE − 1

2
E2

⇀⇀

I

]

(∇ ·B)B + (∇×B)×B = ∇ ·
[
BB − 1

2
B2

⇀⇀

I

]
若令

g = ε0E ×B = ε0µ0S,
⇀⇀

T =
1

2

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
⇀⇀

I − ε0EE − 1

µ0

BB

此式又可以写为

f(r, t) +
∂g(r, t)

∂t
+∇ ·

⇀⇀

T (r, t) = 0

2.4.4 角动量守恒

1. 场和源总角动量守恒：
d
dt

ˆ
V

(Jsrc + Jfield)dV = −
˛
S

⇀⇀

M · dS (2.43)

2. 场的角动量密度：
Jfield(r, t) = r × g(r, t) = ε0r × (E(r, t)×B(r, t)) (2.44)

3. 源的角动量密度：
d
dt

ˆ
Jsrc(r, t)dV =

ˆ
(r × f(r, t))dV (2.45)

4. 角动量流密度：
⇀⇀

M (r, t) = r ×
⇀⇀

T (r, t) (2.46)
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2 真空中的麦克斯韦方程组

2.5 电磁势与规范对称性

1. 电磁场的矢势：
B(r, t) = ∇×A(r, t) (2.47)

2. Maxwell 方程组第二个方程改写为：

∇×
(
E(r, t) +

∂A(r, t)

∂t

)
= 0 (2.48)

3. 电磁场的标势：
E(r, t) +

∂A(r, t)

∂t
= −∇φ(r, t) (2.49)

4. 电磁势的规范变换：通过标量场 Λ(r, t) 连接

A′(r, t) = A(r, t) +∇Λ(r, t), φ′(r, t) = φ(r, t)− ∂Λ(r, t)

∂t
(2.50)

5. 电磁势的规范对称性：

B′(r, t) = ∇×A′(r, t) = ∇×A(r, t) +∇× (∇Λ(r, t)) = B(r, t) (2.51)

E′(r, t) = −∇φ′(r, t)− ∂A′(r, t)

∂t
= −∇φ(r, t)− ∂A(r, t)

∂t
= E(r, t) (2.52)

6. 规范条件：
(1) Coulomb 规范（辐射规范）：

∇2Λ(r, t) = −∇ ·A(r, t) (2.53)

∇ ·A(r, t) = 0 (2.54)

(2) Lorentz 规范（协变规范）：

∇2Λ(r, t)− µ0ε0
∂2Λ(r, t)

∂t2
= −∇ ·A(r, t)− µ0ε0

∂2φ(r, t)

∂2t
(2.55)

∇ ·A(r, t) +
1

c2
∂φ(r, t)

∂t
= 0 (2.56)

2.6 真空中 Maxwell 方程组的对称性

2.6.1 线性

2.6.2 连续对称性：规范对称性、Lorentz 协变性

1. 规范对称性：Maxwell 方程组在规范变换下具有不变性。
2. Lorentz 协变性：Maxwell 方程组在 Lorentz 变换下具有不变性，与狭义相对论完全兼容。
3. 根据 Noether 定理，Lorentz 协变性对应着能动量守恒，规范对称对应着电荷守恒。

2.6.3 分立对称性：空间反演对称性、时间反演对称性

1. 宇称算符 P̂：

P̂r = −r, P̂∇ = −∇, P̂
∂

∂t
=

∂

∂t
, P̂ ρ = ρ, P̂j = −j (2.57)

2. Maxwell 方程空间反演不变：
P̂E = −E, P̂B = B (2.58)

3. 时间反演算符 K̂：

K̂t = −t, K̂∇ = ∇, K̂
∂

∂t
= − ∂

∂t
, K̂ρ = ρ, K̂j = −j (2.59)

4. Maxwell 方程时间反演不变：
K̂E = E, K̂B = −B (2.60)
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3 狭义相对论电动力学

3 狭义相对论电动力学

3.1 狭义相对论基本原理

3.1.1 狭义相对论时空观

1. 狭义相对论基本假设：
(1) 相对性原理：任何惯性系中物理规律相同。
(2) 光速不变原理：信号最大传播速度是真空中的光速。

2. 两事件的不变间隔 ∆s：
∆s2 = c2∆t2 −∆x2 = 0 (3.1)

有三种分类：∆s2 > 0 类时间隔，∆s2 = 0 类光间隔，∆s2 < 0 类空间隔。
3. 间隔不变性：

∆s2 = ∆s′2 (3.2)

这要求时空变换必须是线性变换。这个四维时空被称为闵氏时空。

3.1.2 Lorentz 变换

1. 四维时空点的位矢：
r = (x1, x2, x3, x4) = (x, y, z, ict) (3.3)

2. 四维时空点与原点之间的四维长度的平方：

r2 = x2 + y2 + z2 + (ict)2 = x2 + y2 + z2 − c2t2 = −∆s2 (3.4)

3. x− ict 平面内能保持四维长度不变的一般转动：

x′ = x cos θ + ict sin θ, y′ = y, z′ = z, ict′ = −x sin θ + ict cos θ (3.5)

4. 在 S 系中考察 S′ 系的坐标原点的运动：

x′ = vt cos θ + ict sin θ = 0, ict′ = −vt sin θ + ict cos θ (3.6)

tan θ = − v

ic , cos θ = 1√
1− β2

, sin θ = − v

ic
1√

1− β2
(3.7)

5. Lorentz 变换：
x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z, t′ = γ

(
t− vx

c2

)
(3.8)

6. Lorentz 变换的矢量形式：

x = x+
γ − 1

β2 (β · x)β − γvt, t′ = γ
(
t− v · x

c2

)
(3.9)

7. 相对论速度变换：
u′x =

ux − v

1− uxv

c2

, u′y =
uy

γ
(
1− uxv

c2

) , u′z =
uz

γ
(
1− uxv

c2

) (3.10)

8. 相对论速度变换的矢量形式：

u′
∥ =

u∥ − v

1− u · v/c2
, u′

⊥ =
u⊥

γ (1− v · u/c2)
(3.11)
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3 狭义相对论电动力学

3.2 狭义相对论的四维形式

3.2.1 Lorentz 变换的四维形式

1. 四维时空坐标：
xµ = (x1, x2, x3, x4) = (x, ict) (3.12)

2. Lorentz 变换的矩阵形式： 
x′

y′

z′

ict′

 =


γ 0 0 iβγ
0 1 0 0

0 0 1 0

−iβγ 0 0 γ



x

y

z

ict

 (3.13)

3. 简记为：
x′µ = Lµνxν (3.14)

4. 间隔不变性：
x′µx

′
µ = LµνxνLµλxλ = xνxν (3.15)

5. Lorentz 变换是四维正交变换：
LµνLµλ = δνλ (3.16)

6. Lorentz 逆变换：
xµ = δµνxν = LλµLλνxν = Lλµx

′
λ (3.17)

3.2.2 相对论力学

1. 元间隔 dxµdxµ：
dx′µdx′µ = LµνxνLµρdxρ = δνρdxνdxρ = dxνdxν = −ds2 (3.18)

2. 固有时 dτ：
ds2 = c2dτ 2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 ⇒ dt = γdτ (3.19)

3. 四维速度：
uµ =

dxµ
dτ = (γu, icγ) (3.20)

4. 四维动量：
pµ = m0uµ =

(
γm0u,

i
c
γm0c

2

)
=

(
p,

i
c
E

)
(3.21)

5. 四维力：
Kµ =

(
γF ,

i
c
γF · u

)
=

(
K,

i
c
K · u

)
(3.22)

6. 相对论动力学方程：
Kµ =

dpµ
dτ (3.23)

可以分为下面两个方程：

F =
d
dt (γm0u) =

dp
dt , F · u =

d
dt
(
γm0c

2
)
=

dE
dt (3.24)

7. 相对论质量、动量、能量：

m = γm0, p = γm0u, E = γm0c
2 = T +m0c

2 (3.25)

8. 相对论质量、动量、能量关系：
E2 = p2c2 +m2

0c
4 (3.26)
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3 狭义相对论电动力学

3.3 电磁规律的相对论协变性

3.3.1 电动力学量的四维形式

1. 四维微商算符：
∂µ =

∂

∂xµ
=

(
∇, 1ic

∂

∂t

)
(3.27)

2. d’Alembert 算符：
□ = ∂µ∂µ = ∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
(3.28)

3. 四维电流密度：
jµ = ρ0uµ = (j, icρ) (3.29)

4. 四维势：
Aµ = (A,

i
c
φ) (3.30)

5. 电磁场张量：
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (3.31)

它是一个反对称张量，矩阵形式为

Fµν =


0 B3 −B2 − i

c
E1

−B3 0 B1 − i
c
E2

B2 −B1 0 − i
c
E3

i
c
E1

i
c
E2

i
c
E3 0

 (3.32)

6. 四维 Lorentz 力密度：
fµ = ρ0Fµνuν = Fµνjν =

(
f ,

i
c
j ·E

)
(3.33)

7. 四维电磁场能量动量张量：
Tµλ =

1

µ0

(
FµνFνλ +

1

4
δµλFντFντ

)
(3.34)

它是一个无迹对称张量，即 Tµλ = Tλµ, Tµµ = 0，矩阵形式为

Tµλ =


−T11 −T12 −T13 −icg1
−T21 −T22 −T23 −icg2
−T31 −t32 −T33 −icg3
− i

c
S2 − i

c
S2

i
c
S3 ω

 (3.35)

3.3.2 相对论电动力学方程

1. 电荷守恒定律：
∂µjµ = 0 (3.36)

2. Lorentz 规范：
∂µAµ = 0 (3.37)

3. d’Alembert 方程：
□Aµ = −µ0jµ (3.38)

4. Maxwell 方程：
∂νFµν = µ0jµ, ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 (3.39)

5. 能量动量守恒定律：
fµ = ∂λTµλ (3.40)
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3 狭义相对论电动力学

3.3.3 波矢的相对论变换

1. 四维波矢：
kµ =

(
k,

i
c
ω

)
(3.41)

2. 相位可以写成：
φ = k · r − ωt = kµxµ (3.42)

3. 相位不随参考系改变：k′µ = Lµνkν

k′x = γ
(
kx −

v

c2
ω
)
, k′y = ky, k′z = kz, ω′ = γ(ω − vkx) (3.43)

4. Doppler 效应与光行差公式：

ω =
ω′

γ(1− β cos θ) , tan θ = sin θ′
γ(cos θ + β)

(3.44)

3.3.4 电磁势和电磁场的相对论变换

1. 电磁势是四维协变矢量，按照 A′
µ = LµνAν 变换：

A′
x = γ

(
Ax −

v

c2
φ
)
, A′

y = Ay, A′
z = Az, φ′ = γ(φ− vAx) (3.45)

2. 电磁场是四维协变张量，按照 F ′
µν = LµλLντFλτ 变换：


E′

x = Ex

E′
y = γ(Ey − vBz)

E′
z = γ(Ez + vBy)


B′

x = Bx

B′
y = γ(By +

v

c2
Ez)

B′
z = γ(Bz −

v

c2
Ey)

(3.46)

也可以写成与参考系相对运动方向垂直和平行的分量的形式：

E′
∥ = E∥, E′

⊥ = γ(E⊥ + v ×B⊥), B′
∥ = B∥, B′

⊥ = γ(B⊥ − v

c2
×E⊥) (3.47)

3.3.5 包含电磁场的不变量

1. 两个 Lorentz 不变量：
B2 − 1

c2
E2, B ·E (3.48)

2. 考察这两个标量的意义：对于真空中的电磁波有

|B| = |E|
c
, B =

1

c
ek ×E (3.49)

所以这两个不变量都为 0。说明在任何惯性系中，都有上面的关系成立。

Proof. 从电磁场张量出发可以构造出一个四维协变标量 FµνFµν

F ′
µνF

′
µν = LµαLνβFαβLµθLνϕFθϕ = (LµαLµθ)(LνβLνϕ)FαβFθϕ = FαβFαβ

对于第一个不变量，可以这样构造
1

2
FµνFµν = B2 − 1

c2
E2

对于第二个不变量，可以这样构造
i
8
εµνλτFµνFλτ =

1

c
B ·E
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3 狭义相对论电动力学

3.4 电动力学的分析力学形式

3.4.1 电磁场中带电粒子的作用量

1. 自由带电粒子的作用量：

Sm =

ˆ 2

1

Lmγdτ =

ˆ 2

1

adτ (3.50)

2. 自由带电粒子的 Lagrange 量：
Lm =

a

γ
= −m0c

2

γ
(3.51)

3. 带电粒子与电磁场相互作用的作用量：

Smf =

ˆ 2

1

Lmfγdτ =

ˆ 2

1

bAµdxµ =

ˆ 2

1

bAµuµdτ (3.52)

4. 带电粒子与电磁场相互作用的 Lagrange 量：

Lmf =
bAµuµ
γ

=
qAµuµ
γ

= −qφ+ qv ·A (3.53)

5. 电磁场中带电粒子的 Lagrange 量：

L(m) = Lm + Lmf = −m0c
2

γ
− q(φ− v ·A) (3.54)

6. 电磁场中带电粒子的正则动量：
P =

∂L
∂ẋi

ei = p+ qA (3.55)

7. 电磁场中带电粒子的 Hamilton 量：

H = P · v − L =
√
(P − qA(r, t))2c2 +m2

0c
4 + qφ (3.56)

3.4.2 电磁场的作用量

1. 自由电磁场的作用量：
Sf =

ˆ
R4

L̃fdΩ =

ˆ
R4

cFµνFµνdΩ (3.57)

2. 自由电磁场的 Lagrange 量密度：

L̃f = cFµνFµν =
i
4

√
ε0
µ0

FµνFµν (3.58)

3. 电磁场与带电粒子相互作用的作用量：

Smf =

ˆ
R4

L̃mfdΩ =

ˆ
R3

ρdV
ˆ 2

1

Aµdxµ =

ˆ
R4

Aµρ
dxµ
dt dV dt =

ˆ
R4

Aµjµ
dΩ
ic (3.59)

4. 电磁场与带电粒子相互作用的 Lagrange 量密度：

L̃mf =
1

icAµjµ (3.60)

5. 电磁场的 Lagrange 量密度：

L̃(f) = L̃f + L̃mf =
i
4

√
ε0
µ0

FµνFµν +
1

icAµjµ (3.61)

3.4.3 带电粒子和电磁场的总作用量

S = Sm + Smf + Sf = −m0c
2

ˆ 2

1

dτ + 1

ic

ˆ
R4

AµjµdΩ +
i
4

√
ε0
µ0

ˆ
R4

FµνFµνdΩ (3.62)
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4 连续媒介质中的 MAXWELL 方程组

4 连续媒介质中的 Maxwell 方程组

4.1 介质中电磁场的性质

4.1.1 束缚电荷和分子电流

1. 分子的电偶极矩和电流磁矩：
p = ql, m = ia (4.1)

2. 介质的极化强度和磁化强度：

P (r, t) = lim
∆V→0

∑
i pi(t)

∆V
, M(r, t) = lim

∆V→0

∑
i mi(t)

∆V
(4.2)

3. 介质内的极化电荷密度和磁化电流密度：

ρp(r, t) = −∇ · P (r, t), jM (r, t) = ∇×M(r, t) (4.3)

4. 极化电流密度：电磁场变化引起极化电荷振动，形成极化电流

jp(r, t) =
∂P (r, t)

∂t
(4.4)

5. 介质内的电荷密度和电流密度：

ρ(r, t) = ρf (r, t) + ρp(r, t), j(r, t) = jf (r, t) + jM (r, t) + jp(r, t) (4.5)

4.1.2 介质的电磁性质

1. 电位移矢量和磁场强度：

D(r, t) = ε0E(r, t) + P (r, t), H(r, t) =
B(r, t)

µ0

−M(r, t) (4.6)

2. 在各向同性的线性介质中，有如下关系：

P (r, t) = χeε0E(r, t), D(r, t) = (1 + χe)ε0E(r, t) = εrε0E(r, t) = εE(r, t) (4.7)

M(r, t) = χmH(r, t), B(r, t) = (1 + χm)µ0H(r, t) = µrµ0H(r, t) = µH(r, t) (4.8)

3. Ohm 定律：线性均匀介质导体的导电规律

jf (r, t) = σE(r, t) (4.9)

4.1.3 介质中的 Maxwell 方程组

∇ ·D(r, t) = ρf (r, t)

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t

∇ ·B(r, t) = 0

∇×H(r, t) = jf (r, t) +
∂D(r, t)

∂t

(4.10)



˛
S

D(r, t) · dS =

ˆ
V

ρf (r, t)dV
˛
L

E(r, t) · dl = − d
dt

ˆ
S

B(r, t) · dS
˛
S

B(r, t) · dS = 0

˛
L

H(r, t) · dl =
ˆ
S

jf (r, t) · dS +
d
dt

ˆ
S

D(r, t) · dS

(4.11)
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4 连续媒介质中的 MAXWELL 方程组

4.2 介质中电磁场的边界条件

1. 电磁场的边界条件：

en · (D2 −D1) = σf , en × (E2 −E1) = 0

en · (B2 −B1) = 0, en × (H2 −H1) = αf (4.12)

2. 极化强度和磁化强度的边界条件：

en · (P 2 − P 1) = −σp, en × (M 2 −M 1) = αM (4.13)

3. 电流密度的边界条件：
en · (j2 − j1) = −∂σ

∂t
(4.14)

4.3 介质中电磁场的能量守恒

1. 介质中电磁场能量守恒：
∂w(r, t)

∂t
+∇ · S(r, t) + jf (r, t) ·E(r, t) = 0 (4.15)

2. 能量密度：
w(r, t) =

1

2
E(r, t) ·D(r, t) +

1

2
B(r, t) ·H(r, t) (4.16)

3. 能流密度：
S(r, t) = E(r, t)×H(r, t) (4.17)

Proof. 区域 V 内的能量守恒方程应该写为

d
dt

ˆ
V

w(r, t)dV = −
˛
S

S(r, t) · dS −
ˆ
V

∂

∂t
wint(r, t)dV

其中，w(r, t) 为能量密度，S(r, t) 为能流密度，最后一项 wint(r, t) 表示区域内场与粒子相互作用的能量
交换，具体形式可以通过 Lorentz 力写出来

∂

∂t
wint(r, t) = f(r, t) · v = ρf (r, t)v ·E(r, t) = jf (r, t) ·E(r, t)

用 E(r, t) 点乘方程组(4.10)中的式四，可得

E(r, t) · (∇×H(r, t)) = E(r, t) · jf (r, t) +E(r, t) · ∂D(r, t)

∂t

再用 H(r, t) 点乘方程组(4.10)中的式二，可得

H(r, t) · (∇×E(r, t)) = −H(r, t) · ∂B(r, t)

∂t

利用式(1.20)给出

∇ · (E(r, t)×H(r, t)) = H(r, t) · (∇×E(r, t))−E(r, t) · (∇×H(r, t))

= −H(r, t) · ∂B(r, t)

∂t
−E(r, t) · jf (r, t)−E(r, t) · ∂D(r, t)

∂t

= −jf (r, t) ·E(r, t)− 1

2

(
ε
∂E2(r, t)

∂t
+

1

µ

∂B2(r, t)

∂t

)
若令

S(r, t) = E(r, t)×H(r, t)

w(r, t) =
1

2

(
εE2(r, t) +

1

µ
B2(r, t)

)
=

1

2
E(r, t) ·D(r, t) +

1

2
B(r, t) ·H(r, t)

此式又可以写为
∂w(r, t)

∂t
+∇ · S(r, t) + jf (r, t) ·E(r, t) = 0
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5 静电场

5.1 静电场的边值问题

5.1.1 静电场的基本方程

1. 静电场中 Maxwell 方程退化为：

∇ ·D(r) = ρf (r), ∇×E(r) = 0 (5.1)

2. 在各向同性的线性介质中：
D(r) = εE(r) (5.2)

3. 静电学问题简化为在一定的边界条件下求解以下方程：

∇ ·E(r) =
ρf (r)

ε
, ∇×E(r) = 0 (5.3)

4. 连续媒介质存在时的 Possion 方程：
∇2φ(r) = −ρf (r)

ε
(5.4)

5. Laplace 方程：
∇2φ(r) = 0 (5.5)

6. 无界空间中静电势的解：
φ(r) =

1

4πε0

ˆ
V

ρ(r′)

|r − r′|
dV ′ (5.6)

5.1.2 静电场中导体的边界条件

1. 第一类边界条件：
φ1 = φ2 (5.7)

2. 第二类边界条件：
ε2
∂φ2

∂n
− ε1

∂φ1

∂n
= −σf (5.8)

5.2 唯一性定理

设区域 V 内介质部分的体电荷密度 ρf (r) 和面电荷密度 σf (r) 给定，导体部分的总电荷量 Qf 给定，

在边界面上 φ(r)|∂V 或
∂φ(r)

∂n

∣∣∣∣
∂V

给定，那么静电学问题的解是唯一的。

Proof. 先考虑区域 V 内的媒介质为同质的情况。假设有两组解 φ(r), ψ(r) 均是满足边界条件的解，令

φ(r) = φ′(r)− φ′′(r)

其满足 Laplace 方程
∇2φ(r) = ∇2φ′(r)−∇2φ′′(r) = 0

并且在边界上，下面两个式子总有至少一个成立

φ(r)|S = φ′(r)|S − φ′′(r)|S = 0,
∂φ(r)

∂n

∣∣∣∣
S

=
∂φ′(r)

∂n

∣∣∣∣
S

− ∂φ′′(r)

∂n

∣∣∣∣
S

= 0

考虑以下积分

0 =

ˆ
V

εφ(r)∇2φ(r)dV =

˛
S

εφ(r) (∇φ(r)) · dS −
ˆ
V

ε (∇φ(r))2 dV = −
ˆ
V

ε (∇φ(r))2 dV

也就是说
∇φ(r) = 0 ⇒ φ(r) = φ′(r)− φ′′(r) = Const

这说明在 V 内，φ(r) 是一个常数，而静电势函数附加上一个常数对电场强度分布并无影响。

22



5 静电场

再考虑区域 V 是由不同质的媒介质和导体组成的情况。对每一导体部分我们有

∇2φi(r) = ∇2φ′
i(r)−∇2φ′′

i (r) = 0

考虑以下积分

0 =
n∑

i=1

′
ˆ
Vi

εiφi(r)∇2φi(r)dVi =
n∑

i=1

′
ˆ
Si

εiφi(r) (∇φi(r)) · dSi −
n∑

i=1

′
ˆ
Vi

εi (∇φi(r))
2 dVi

其中，
∑′ 表示求和时去除导体占据的区域。下面分两种情况论证上式右侧第一项为 0：

1. 当 Si 的一部分为 ∂V 的一部分时，边界条件给出 φ(r)|∂V = 0 或
∂φ(r)

∂n

∣∣∣∣
∂V

= 0，于是显然为 0。

2. 当 Si 的一部分被 Vi 和 Vj 共享时，电势的连续性给出 φi(r) = φj(r)，再分两种情况：
(1) 当分界面两边皆为介质时，考虑下面两个积分的贡献之和

∆ij =

ˆ
S′
i

εiφi(r) (∇φi(r)) · dSi +

ˆ
S′
j

εjφj(r) (∇φj(r)) · dSj

=

ˆ
S′
i

εiφi(r) (∇φi(r)) · dSi +

ˆ
S′
j

εjφi(r) (∇φj(r)) · (−dSi)

=

ˆ
S′
i

φi(r)

(
εi
∂φi(r)

∂n
− εj

∂φj(r)

∂n

)
dSi

=

ˆ
S′
i

φi(r)

[(
εi
∂φ′

i(r)

∂n
− εj

∂φ′
j(r)

∂n

)
−
(
εi
∂φ′′

i (r)

∂n
− εj

∂φ′′
j (r)

∂n

)]
dSi

=

ˆ
S′
i

φi(r)
[
−σφ′

fi (r)−
(
−σφ′′

fi (r)
)]

dSi = 0

(2) 当分界面两边分别为介质和导体时，导体为等势体将给出
n∑

i=1

′
ˆ
Si

εiφi(r) (∇φi(r)) · dSi =
n∑

i=1

′φ

ˆ
S′
i

εi
∂φi(r)

∂n
dS = φ

n∑
i=1

′
ˆ
S′
i

εi

(
∂φ′

i(r)

∂n
− ∂φ′′

i (r)

∂n

)
dS

= φ
n∑

i=1

′
ˆ
S′
i

(
σφ′′

fi − σφ′

fi

)
dS = φ

(
n∑

i=1

′
ˆ
S′
i

σφ′′

fi dS −
n∑

i=1

′
ˆ
S′
i

σφ′

fidS
)

= φ(Qf −Qf ) = 0

因此，我们得到
n∑

i=1

′
ˆ
Vi

εi (∇φi(r))
2 dVi = 0

如前所述，它隐含着 Possion 方程的两个解之间最多差一个常数。故静电学的唯一性定理成立。

5.3 分离变量法

5.3.1 球坐标系下的分离变量法

1. 球坐标系下的 Laplace 方程：

∇2φ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2φ

∂φ2
= 0 (5.9)

2. 分离变量：
φ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (5.10)

3. 当轴对称时：与 φ 无关，m = 0

φ(r, θ) =
+∞∑
l=0

(
Clr

l +Dlr
−(l+1)

)
Pl(cos θ) (5.11)

4. 当非轴对称时：

φ(r, θ, φ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Clmr
l +Dlmr

−(l+1))Ylm(θ, φ) (5.12)
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5 静电场

5.3.2 柱坐标系下的分离变量法

1. 柱坐标系下的 Laplace 方程：
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂φ

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2φ

∂φ2
+
∂2φ

∂z2
= 0 (5.13)

2. 分离变量：
φ(ρ, φ, z) = R(ρ)Φ(φ)Z(z) (5.14)

3. 当 λ = 0 时：

φ(ρ, φ, z) =
+∞∑

m=−∞

Cmρ
meimφ(C +Dz) (5.15)

4. 当 λ > 0 时：
(1) 当轴对称时：与 φ 无关，m = 0

φ(ρ, z) =
+∞∑
n=1

J0

(
x
(0)
n

b
ρ

)[
Ane

x
(0)
n
b z +Bne−

x
(0)
n
b z

]
(5.16)

(2) 当非轴对称时：

φ(ρ, φ, z) =

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=1

Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)[
A(m)

n e
x
(m)
n
b z +B(m)

n e−
x
(m)
n
b z

]
eimφ (5.17)

5.4 镜像法

1. 无限大接地导体平面：
q′ = −q, x = a (5.18)

2. 半径为 r 的接地球壳：

q′ = − r
a
q, x =

r2

a
(5.19)

5.5 Green 函数法

∇2
rG(r, r

′) = − 1

ε0
δ(r − r′) (5.20)

5.5.1 三种区域的 Green 函数

1. 无界空间中的 Green 函数：

G0(r, r
′) =

1

4πε0

1√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

=
1

4πε0

1

|r − r′|
(5.21)

2. 上半平面的 Green 函数：

G1(r, r
′) =

1

4πε0

(
1√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
− 1√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2

)
(5.22)

3. 球外空间的 Green 函数：

G2(r, r
′) =

1

4πε0

 1√
r2 + r′2 − 2rr′ cosα

− 1√(
rr′

R0

)2
+R2

0 − 2rr′ cosα

 (5.23)
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5 静电场

5.5.2 电势边值问题的解

1. 区域 V 内 Possion 方程的解：

φ(r) =
ε0
ε

ˆ
V

ρf (r
′)G(r′, r)dV ′ + ε0

˛
S

(
G(r, r′)

∂φ(r′)

∂n′ − φ(r′)
∂G(r′, r)

∂n′

)
dS′ (5.24)

2. 对于第一类边值问题，G(r′, r)|S = 0，电势简化为：

φ(r) =
ε0
ε

ˆ
V

ρf (r
′)G(r′, r)dV ′ − ε0

˛
S

φ(r′)
∂G(r′, r)

∂n′ dS′ (5.25)

3. 对于第二类边值问题， ∂G(r′, r)

∂n′

∣∣∣∣
r′∈S

= − 1

ε0S
，电势简化为：

φ(r) =
ε0
ε

ˆ
V

ρf (r
′)G(r′, r)dV ′ + ε0

˛
S

G(r′, r)
∂φ(r′)

∂n′ dS′ +
1

S

˛
S

φ(r′)dS′ (5.26)

5.6 电势多级展开

5.6.1 直角坐标系中电势多级展开

1. 考虑远场电势，作如下级数展开：

1

|r − r′|
=

1

r
− r′ · ∇1

r
+

1

2!
x′ix

′
j∂i∂j

1

r
+ · · · , r ≫ r′ (5.27)

2. 电势展开为：

φ(r) =
1

4πε

ˆ
V ′
ρf (r

′)

(
1

r
− r′ · ∇1

r
+

1

2
x′ix

′
j∂i∂j

1

r
+ · · ·

)
dV ′

=
1

4πε

(
Q

r
+

P · r
r3

+
1

6
Dij∂i∂j

1

r
+ · · ·

)
(5.28)

3. 电荷系统的总电荷：
Q =

ˆ
V

ρf (r
′)dV ′ (5.29)

4. 电荷系统的电偶极矩：
P =

ˆ
V

ρ(r′)r′dV ′ (5.30)

5. 电荷系统的电四极矩分量：
Dij =

ˆ
V

3x′ix
′
jρf (r

′)dV ′ (5.31)

6. 电四极矩的另一种定义：
Dij =

ˆ
V

(3x′ix
′
j − r′2δij)ρf (r

′)dV ′ (5.32)

是一个对称无迹 (traceless) 矩阵，满足 tr
(⇀⇀

D
)
= 0。因此，独立分量个数有 9− 3− 1 = 5 个。

7. 电偶极矩产生的电势：
φ(1)(r) =

1

4πε

P · r
r3

(5.33)

8. 电偶极矩产生的电场：
E(r) = −∇φ(1) =

1

4πε

(
3(P · r)
r5

− P

r3

)
(5.34)
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5 静电场

5.6.2 球坐标系中电势多级展开

1. 将远场的电势展开为球谐函数：

φ(r) =
1

4πε0

ˆ
V ′

ρ(r′)

|r − r′|
dV ′ =

1

4πε0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1
qlm

1

rl+1
Ylm(θ, φ), r ≫ r′ (5.35)

2. 同时利用 Legendre 函数的完备性，考虑球谐函数的加法原理，作出以下展开：

1

|r − r′|
=

∞∑
l=0

r′l

rl+1
Pl(cos γ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

r′l

rl+1
Y ∗
lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (5.36)

3. 比较以上两式得到多级矩：
qlm =

ˆ
V ′
Y ∗
lm(θ′, φ′)r′lρ(r′)dV ′ (5.37)

4. 将积分在直接坐标中写出：

q00 =
1√
4π

ˆ
V ′
ρ(r′)dV ′ =

1√
4π
Q (5.38)

q10 =

√
3

4π
Pz (5.39)

q11 = −
√

3

8π
(Px − iPy) (5.40)

q20 =
1

2

√
5

4π
D33 (5.41)

q21 = −1

3

√
15

8π
(D13 − iD23) (5.42)

q22 =
1

12

√
15

2π
(D11 − 2iD12 −D22) (5.43)

5.7 静电场的能量

1. 电荷体系的总静电能：
W =

1

2

ˆ
R3

E(r) ·D(r)dV =
1

2

ˆ
V

ρf (r)φ(r)dV (5.44)

2. 外电场对带电体的静电能：
Wi =

ˆ
V

ρ(r)φe(r)dV (5.45)

3. 当电荷分布于小区域时，外电场对带电体的静电能在原点的级数展开式为：

Wi = Qφe(0) + P · ∇φe(0) +
1

6
Dij∂i∂jφe(0) (5.46)

(1) 第二项解释为电偶极矩在外电场中的静电能，又可以写为：

W
(1)
i = P · ∇φe(0) = −P ·Ee(0) (5.47)

(2) 第三项解释为电四极矩在外电场中的静电能，又可以写为：

W
(2)
i =

1

6
Dij∂i∂jφe(0) = −1

6
Dij∂iE

(e)
j (0) (5.48)

4. 电偶极矩感受到的力：均匀外场

F = −∇W (1) = ∇(P ·Ee(0)) = P · ∇Ee(0) (5.49)

5. 电偶极矩感受到的力矩：均匀外场

M e = −∂W
∂θ

eδθ = −PEe(0) sin θeδθ = P ×Ee(0) (5.50)
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6 静磁场

6 静磁场

6.1 静磁场的边值问题

6.1.1 静磁场的基本方程

1. 静磁场中 Maxwell 方程退化为：

∇ ·B(r) = 0, ∇×H(r) = jf (r) (6.1)

2. 在各向同性的线性介质中：
B(r) = µH(r) (6.2)

3. 静磁学问题简化为在一定的边界条件下求解以下方程：

∇ ·B(r) = 0, ∇×B(r) = µjf (r) (6.3)

4. 引入磁矢势 A(r)，第一个方程自动满足：

B(r) = ∇×A(r) (6.4)

5. 选取 Coulomb 规范 ∇ ·A(r) = 0，第二个方程变为磁矢势的 Possion 方程：

∇2A(r) = ∇2A(r)−∇(∇ ·A(r)) = −∇× (∇×A(r)) = −µjf (r) (6.5)

6. 无界空间中的磁矢势的解：
A(r) =

µ

4π

ˆ
V

j(r′)

|r − r′|
dV ′ (6.6)

7. 计算对应的磁感应强度可得 Bio-Savart 定律：

B(r) = ∇×A(r) = ∇× µ

4π

ˆ
V

j(r′)

|r − r′|
dV ′ (6.7)

=
µ

4π

ˆ
V

(
∇ 1

|r − r′|

)
× j(r′)dV ′ =

µ

4π

ˆ
V

j(r′)× r − r′

|r − r′|3
dV ′ (6.8)

6.1.2 静磁场的边界条件

1. 第一类边界条件：
A1 = A2 (6.9)

2. 第二类边界条件：
en ×

(
1

µ2

∇×A2 −
1

µ1

∇×A1

)
= αf (6.10)

6.2 磁标势法

1. 处理空间无自由电流分布的问题：
∇×H(r) = 0 (6.11)

2. 仿照静电学引入磁标势 φm(r)：
H(r) = −∇φm(r) (6.12)

3. 在永久铁磁物质中有如下关系：

∇ ·B(r) = 0, B(r) = µ0(H(r) +M(r)) (6.13)
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6 静磁场

4. 变形可得：
∇ ·H(r) = −∇ ·M(r) (6.14)

5. 束缚磁荷密度：
ρm(r) = −µ0∇ ·M(r) (6.15)

6. (6.14)可以写为：

∇ ·H(r) =
ρm(r)

µ0

(6.16)

7. 磁标势的 Possion 方程：
∇2φm(r) = −ρm(r)

µ0

(6.17)

8. 边界条件：
φm1 = φm2 (6.18)

µ2
∂φm2

∂n
= µ1

∂φm1

∂n
(6.19)

表 1: 静电势与磁标势公式对比

静电场 静磁场（无自由电流）

∇×E(r) = 0 ∇×H(r) = 0

∇ ·E(r) = (ρf (r) + ρp(r))/ε0 ∇ ·H(r) = ρm(r)/µ0

ρp(r) = −∇ · P (r) ρm(r) = −µ0∇ ·M(r)

D(r) = ε0E(r) + P (r) B(r) = µ0H(r) + µ0M(r)

E(r) = −∇φ(r) H(r) = −∇φm(r)

∇2φ(r) = −(ρf (r) + ρp(r))/ε0 ∇2φm(r) = −ρm(r)/µ0

6.3 磁矢势多级展开

6.3.1 直角坐标系中磁矢势多级展开

1. 考虑远场磁矢势，只作出前两项展开：

1

|r − r′|
=

1

r
− r′ · ∇1

r
+ · · · = 1

r
+

r′ · r
r3

+ · · · , r ≫ r′ (6.20)

2. 磁矢势展开为：

A(r) =
µ

4π

1

r

ˆ
V

j(r′)dV ′ +
µ

4π

r

r3
·
ˆ
V

r′j(r′)dV ′ = 0 +
µ

4π

r

r3
·
ˆ
V

r′j(r′)dV ′ =
µ

4π

m× r

r3
(6.21)

3. 电流系统的总磁偶极矩：
m =

1

2

ˆ
V

r′ × j(r′)dV ′ (6.22)

4. 磁偶极矩产生的磁感应强度：

B(r) = ∇×A(r) =
µ

4π
∇×

(
m× r

r3

)
=

µ

4π

(
3(m · r)r

r5
− m

r3

)
(6.23)

5. 磁偶极矩产生的磁标势：
φ(1)
m (r) =

m · r
4πr3

(6.24)
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6.3.2 球坐标系中磁矢势多级展开

1. 球坐标下多级展开到前两项：

1

|r − r′|
=

1

r

∞∑
l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos γ) = 1

r

(
1 +

r′

r
cos γ

)
+ · · · (6.25)

2. 代入磁矢势表达式：
A(r) =

µ

4πr

ˆ
V ′

j(r′)dV ′ +
µ

4πr

ˆ
V ′

r′

r
cos γj(r′)dV ′ (6.26)

3. 注意到第一项即 A(0)(r) = 0，故：

A(r) =
µ

4πr

ˆ
V ′

r′

r
cos γj(r′)dV ′ =

µ

4π

r

r3
·
ˆ
V ′

r′j(r′)dV ′ =
µ

4π

m× r

r3
(6.27)

6.4 静磁场的能量

1. 电流体系的总静磁能量：

W =
1

2

ˆ
R3

B(r) ·H(r)dV =
1

2

ˆ
V

jf (r) ·A(r)dV (6.28)

2. 外磁场对电流的静磁能：
Wi =

ˆ
V

jf (r) ·Ae(r)dV (6.29)

3. 将上式应用到一个载有电流 I 的线圈上，可得

Wi = I

˛
L

Ae(r) · dl =
ˆ
S

(∇×Ae(r)) · dS = I

ˆ
S

Be(r) · dS (6.30)

当线圈的线度远小于外电流源 je(r) 到线圈的距离时，将 Be(r) 在 0 点附近展开为

Be(r) = Be(0) + r · ∇Be(0) + · · · (6.31)

于是线圈在外场中的静磁能的第一项就写为

W
(0)
i = I

ˆ
S

Be(0) · dS = m ·Be(0) (6.32)

在这样的假设下，电流管实际上已经成为了磁偶极子模型。
4. 与电偶极子不同，考虑电磁感应过程后，外磁场中磁偶极子的势能应写为：

U(r) = −m ·Be(0) (6.33)

5. 磁偶极矩感受到的力：均匀外场

F = −∇U(r) = ∇(m ·Be(0)) = m · ∇Be(0) (6.34)

6. 磁偶极矩感受到的力矩：均匀外场

M = −∂U(r)

∂θ
eδθ = −mBe(0) sin θeδθ = m×Be(0) (6.35)
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7 电磁波的传播

7.1 平面电磁波

7.1.1 无色散介质中的单色平面波

1. 考虑无源的 Maxwell 方程组：

∇(∇ ·E(r, t))−∇2E(r, t) = −∇2E(r, t) = −∇× ∂B

∂t
= −µε∂

2E(r, t)

∂t2
(7.1)

2. 电磁场波动方程：
∂2E(r, t)

∂t2
− 1

µε
∇2E(r, t) = 0 (7.2)

∂2H(r, t)

∂t2
− 1

µε
∇2H(r, t) = 0 (7.3)

3. 波速：
u =

1
√
µε

<
1

√
µ0ε0

= c (7.4)

4. 电磁场的单色平面波解：

E(r, t) = E0ei(k·r−ωt), H(r, t) = H0ei(k·r−ωt) (7.5)

5. 横波条件：
∇ ·E(r, t) = 0 ⇒ k ·E(r, t) = 0 (7.6)

∇ ·B(r, t) = 0 ⇒ k ·B(r, t) = 0 (7.7)

6. 磁感应强度：
B(r, t) = − i

ω
∇×E(r, t) =

1

ω
k ×E(r, t) =

√
µεek ×E(r, t) (7.8)∣∣∣∣E(r, t)

B(r, t)

∣∣∣∣ = 1
√
µε

= u (7.9)

7.1.2 无色散介质中单色平面波的能量

1. 能量密度：
w(r, t) =

1

2

(
εReE2(r, t) +

1

µ
ReB2(r, t)

)
= εReE2(r, t) =

1

µ
ReB2(r, t) (7.10)

2. 能流密度：
S(r, t) = ReE(r, t)× ReH(r, t) =

√
ε

µ
ReE2(r, t)ek = uw(r, t)ek (7.11)

3. 平均能量密度：

⟨w(r)⟩ = 1

T

ˆ T

0

w(r, t)dt = 1

T

ˆ T

0

εE2
0 cos2 (k · r − ωt)dt = 1

2
εE2

0 (7.12)

4. 平均能流密度：

⟨S(r)⟩ = 1

T

ˆ T

0

S(r, t)dt = 1

T

ˆ T

0

√
ε

µ
E2

0 cos(k·r−ωt) ekdt = 1

2

√
ε

µ
E2

0ek (7.13)
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7.1.3 有色散介质中的单色平面波

1. 有色散介质中有关系：

Dω(r) = ε0Eω(r, t) + ε0

ˆ +∞

0

f(τ)Eω(r, t− τ)dτ (7.14)

Bω(r, t) = µ0Hω(r, t) + µ0

ˆ +∞

0

g(τ)H(r, t− τ)dτ (7.15)

2. 与无色散介质中关系有相同形式：

Dω(r, t) = ε0(1 + f̃(ω))Eω(r, t) = ε(ω)Eω(r, t) (7.16)

Bω(r, t) = µ0(1 + g̃(ω))Hω(r, t) = µ(ω)Hω(r, t) (7.17)

3. Helmholtz 方程：
∇2Eω(r) + k2Eω(r) = 0, k2(ω) = µ(ω)ε(ω)ω2 (7.18)

4. 横场条件：
∇ ·Eω(r) = 0 (7.19)

5. 相速度：
u(ω) =

ω

k
=

1√
µ(ω)ε(ω)

(7.20)

6. 电场的一个解：
Eω(r) = E0eik·r (7.21)

7. 磁感应强度：
Bω(r) = − i

ω
∇×Eω(r) (7.22)

7.2 电磁波在介质面上的折射和反射

1. 两个独立的边界条件：
en × (E2 −E1) = 0, en × (H2 −H1) = αf (7.23)

2. 入射波、反射波和折射波：

E(r, t) = E0ei(k·r−ωt), E′(r, t) = E′
0e(k

′·r−ωt), E′′(r, t) = E′′
0ei(k·r−ωt) (7.24)

7.2.1 反射和折射定律

1. 边界条件：
en ×E0ei(kxx+kyy) + en ×E′

0ei(k′
xx+k′

yy) + en ×E′′
0ei(k′′

xx+k′′
y y) (7.25)

2. x 和 y 坐标的任意性要求：
kx = k′x = k′′x , ky = k′y = k′′y = 0 (7.26)

3. 界面上波矢的 x 分量相等：
k sin θ = k′ sin θ′ = k′′ sin θ′′ (7.27)

4. 反射定律：
θ′ = θ (7.28)

5. 折射定律：
n1 sin θ = n2 sin θ′′ (7.29)
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7.2.2 Fresnel 公式

1. 边界条件：
en ×E0 + en ×E′

0 = en ×E′′
0 (7.30)

en ×
(

1

µ1(ω)
k ×E0

)
+ en ×

(
1

µ1(ω)
k′ ×E′

0

)
= en ×

(
1

µ2(ω)
k′′ ×E′′

0

)
(7.31)

2. E0 ⊥ 入射面：
(1) 边界条件：

E0 + E′
0 = E′′

0 (7.32)√
ε1(ω)(E0 − E′

0) cos θ =
√
ε2(ω)E

′′
0 cos θ′′ (7.33)

(2) 振幅关系：
E′

⊥
E⊥

=
sin (θ − θ′′)

sin (θ + θ′′)
,

E′′
⊥

E⊥
=

2 cos θ sin θ′′
sin (θ + θ′′)

(7.34)

3. E0 ∥ 入射面：
(1) 边界条件：

E0 cos θ − E′
0 cos θ = E′′

0 cos θ′′ (7.35)√
ε1(ω)(E0 + E′

0) =
√
ε2(ω)E

′′
0 (7.36)

(2) 振幅关系：
E′

∥

E∥
=

tan (θ − θ′′)

tan (θ + θ′′)
,

E′′
∥

E∥
=

2 cos θ sin θ′′
sin (θ + θ′′) cos (θ − θ′′)

(7.37)

7.2.3 全反射

1. 界面上波矢的 x 分量相等：
k′′x = kx = k sin θ (7.38)

2. 折射波波矢的 z 分量：

k′′z =
√
k′′2 − k′′2x = k

√
n2
21 − sin2 θ = ik

√
sin2 θ − n2

21 = iκ (7.39)

3. 穿透深度：
κ−1 =

1

k
√

sin2 θ − n2
21

=
λ0

2πn1

√
sin2 θ − n2

21

(7.40)

4. 折射波的电磁场：
E′′(r, t) = E′′

0 e−κzei(k′′
xx−ωt)ey (7.41)

H ′′(r, t) =
1

ωµ2(ω)

(
k′′xE

′′
0 e−κzei(k′′

xx−ωt)ez − iκE′′
0 e−κzei(k′′

xx−ωt)ex

)
(7.42)

5. 折射波的平均能流密度：

〈
S′′(r)

〉
=

1

T

ˆ T

0

ReE′′(r, t)× ReH ′′(r, t)dt = 1

2

√
ε2(ω)

µ2(ω)
E′′2

0 e−2κz sin θ
n21

ex (7.43)

6. 反射波的振幅和相位：

E′ =
cos θ − i

√
sin2 θ − n2

21

cos θ + i
√

sin2 θ − n2
21

E0 = e−2iϕE0 (7.44)

tanϕ =

√
sin2 θ − n2

21

cos θ (7.45)
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7.3 导体内电磁波的传播

7.3.1 导体内的自由电荷分布

1. 导体内的电荷密度方程：

∂ρf (r, t)

∂t
= −∇ · j(r, t) = −σ∇ ·E(r, t) = −σ

ε
ρf (r, t) (7.46)

2. 导体内的电荷密度：
ρf (r, t) = ρf (r, 0)e−

σ
ε t (7.47)

3. 良导体条件：导体内部自由电荷为 0

ν =
1

T
≪ 1

τ
⇒ σ

ωε(ω)
≫ 1 (7.48)

7.3.2 导体内的单色平面波

1. Maxwell 方程组式四引入传导电流项：

∇×Hω(r) = σEω(r)− iωε(ω)Eω(r) = −iωε′(ω)Eω(r) (7.49)

2. 复电容率：
ε′(ω) = ε(ω) + iσ

ε
(7.50)

3. 导体内的 Helmholtz 方程：

∇2Eω(r) + k2Eω(r) = 0, k2 = µ(ω)ε′(ω)ω2 (7.51)

4. 复波矢：
k = β + iα (7.52)

β2 −α2 = ω2µ(ω)ε(ω), β ·α =
1

2
ωµ(ω)σ (7.53)

5. 导体内单色平面波的电磁场：
Eω(r, t) = E0e−α·rei(β·r−ωt) (7.54)

Bω(r, t) =
1

ω
(β + iα)×Eω(r, t) (7.55)

7.3.3 趋肤效应

1. 正入射折射波的复波矢：良导体条件

β = ω

√
µ(ω)ε(ω)

2

(√
1 +

σ2

ω2ε2(ω)
+ 1

) 1
2

≈
√
ωµ(ω)σ

2
(7.56)

α = ω

√
µ(ω)ε(ω)

2

(√
1 +

σ2

ω2ε2(ω)
− 1

) 1
2

≈
√
ωµ(ω)σ

2
(7.57)

2. 正入射折射波的电场：
E′′(r, t) = E′′

0e
−αzei(βz−ωt) (7.58)

3. 穿透深度：

zc =
1

α
=

√
2

ωµ(ω)σ
(7.59)
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4. 正入射折射波的磁场：

H ′′(r, t) =
1

ωµ(ω)
(β + iα)ez ×E′′(r, t) =

√
σ

ωµ(ω)
ei π4 ez ×E′′(r, t) (7.60)

5. 导体内能量主要是磁场能：

WB(r, t)

WE(r, t)
=
µ(ω)

ε(ω)

∣∣∣∣H ′′
0

E′′
0

∣∣∣∣2 = µ(ω)

ε(ω)

σ

ωµ(ω)
=

σ

ωε(ω)
≫ 1 (7.61)

6. 边界条件：
E0 + E′

0 = E′′
0 , k(E0 − E′

0) = k′′E′′
0 (7.62)

7. 正入射反射波的电场振幅：

E′
0 =

k − k′′

k + k′′
E0 = −

1 + i −
√

2ωε0
σ

1 + i +
√

2ωε0
σ

E0 (7.63)

8. 正入射的反射系数：

R =

∣∣∣∣E′
0

E0

∣∣∣∣2 =
(
1−

√
2ωε0
σ

)2

+ 1(
1 +

√
2ωε0
σ

)2

+ 1

≈ 1− 2

√
2ωε0
σ

(7.64)

7.4 谐振腔

1. 谐振腔中的 Helmholtz 方程：
∇2u(x, y, z) + k2u(x, y, z) = 0 (7.65)

2. 分离变量：
u(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) (7.66)

X ′′ + k2xX = 0, Y ′′ + k2yY = 0, Z ′′ + k2zZ = 0 (7.67)

k2x + k2y + k2z = k2 = ω2µ(ω)ε(ω) (7.68)

3. 边界条件：
Ey = Ez = 0,

∂Ex

∂x
= 0 (x = 0, l1) (7.69)

Ex = Ez = 0,
∂Ey

∂y
= 0 (y = 0, l2) (7.70)

Ex = Ey = 0,
∂Ez

∂z
= 0 (z = 0, l3) (7.71)

4. 谐振腔内电场的驻波解：

Ex(x, y, z, t) = A1 cos kxx sin kyy sin kzze−iωt (7.72)

Ey(x, y, z, t) = A2 sin kxx cos kyy sin kzze−iωt (7.73)

Ez(x, y, z, t) = A3 sin kxx sin kyy cos kzze−iωt (7.74)

kx =
n1π

l1
, ky =

n2π

l2
, kz =

n3π

l3
, n1, n2, n3 = 0, 1, 2, . . . (7.75)

5. 横波条件：
∇ ·E = A1kx +A2ky +A3kz = 0 (7.76)

6. 谐振腔的本征频率：

ωn1n2n3
=

π√
µ(ω)ε(ω)

√(
n1

l1

)2

+

(
n2

l2

)2

+

(
n3

l3

)2

⩾ ω110 (7.77)
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7.5 波导

1. 波导中的 Helmholtz 方程：
∇2u(x, y) + (k2 − kz)

2u(x, y) = 0 (7.78)

2. 分离变量：
u(x, y) = X(x)Y (y) (7.79)

X ′′ + kxX
2 = 0, Y ′′ + kyY

2 = 0 (7.80)

k2x + k2y + k2z = k2 = ω2µ(ω)ε(ω) (7.81)

3. 边界条件：
Ey = Ez = 0,

∂Ex

∂x
= 0 (x = 0, a) (7.82)

Ex = Ez = 0,
∂Ey

∂y
= 0 (y = 0, b) (7.83)

4. 波导内电场的驻波解：

Ex(x, y, z, t) = A1 cos kxx sin kyyei(kzz−ωt) (7.84)

Ey(x, y, z, t) = A2 sin kxx cos kyyei(kzz−ωt) (7.85)

Ez(x, y, z, t) = A3 sin kxx sin kyyei(kzz−ωt) (7.86)

kx =
mπ

a
, ky =

nπ

b
, m, n = 0, 1, 2, . . . (7.87)

5. 横波条件：
∇ ·E = A1kx +A2ky − iA3kz = 0 (7.88)

6. 波导的本征频率：

ωmn =
1√

µ(ω)ε(ω)

√(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+ k2z ⩾ π√

µ(ω)ε(ω)

√(m
a

)2
+
(n
b

)2
⩾ ω10 (7.89)

7. TE10 波的电磁场分量：

Ex(x, y, z) = 0, Ey(x, y, z) =
iωµ(ω)a

π
H0 sin πx

a
eikzz, Ez(x, y, z) = 0 (7.90)

Hx(x, y, z) = − ikza
π
H0 sin πx

a
, Hy(x, y, z) = 0, Hz(x, y, z) = H0 cos πx

a
eikzz (7.91)

8. 面电流密度：
αfa(x, y, z) = ey ×H(x, y, z) =

ikza
π
H0 sin πx

a
ez −H0 cos πx

a
eikzzex (7.92)

αfb(x, y, z) = ex ×H(x, y, z) = −H0 cos πx
a

eikzzey (7.93)

7.6 等离子体

7.6.1 等离子体的 Coulomb 屏蔽

1. 热平衡下点电荷电势的 Possion 方程：

∇2φ(r) =
1

ε0
(−Zeni(r) + ene(r)− qδ(r)) (7.94)

2. 热平衡下电子分布服从 Boltzmann 分布：

ne(r) = ne0 exp
(
eφ(r)

kBT

)
= ne0

(
1 +

eφ(r)

kBT

)
(7.95)
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3. 整体电中性：
Zeni − ene0 = 0 (7.96)

4. Possion 方程变为： (
∇2 − 1

λ2

)
φ(r) = − q

ε0
δ(r), λ2 =

kBTε0
ne0e2

(7.97)

5. 屏蔽 Coulomb 势：
φ(r) =

q

4πε0r
e− r

λ (7.98)

7.6.2 等离子体振荡

1. 电子的连续性方程：
∂n(r, t)

∂t
+∇ · (n(r, t)v(r, t)) = 0 (7.99)

2. 电子动力学方程：
m

(
∂v(r, t)

∂t
+ (∇ · v(r, t))v(r, t)

)
= −eE(r, t) (7.100)

3. 内电场：
∇ ·E(r, t) =

1

ε0
δρ(r, t) = − e

ε0
(n(r, t)− n0) (7.101)

4. 微扰下给出：δρ = −e(n(r, t)− n0) = 0, v(r, t) = 0

∂2δρ(r, t)

∂t2
+
n0e

2

mε0
δρ(r, t) = 0 (7.102)

δρ(r, t) = δρ(r)e−iωpt, ωp =

√
n0e2

mε0
(7.103)

7.6.3 等离子体内电磁波的传播

1. 外电场的影响是引起电子运动的附加速度：

m
∂ve(r, t)

∂t
= −eEe(r)e−iωt (7.104)

ve(r) = − ie
mω

Ee(r) (7.105)

2. 外电场引起的电流密度：

je(r) = −n0eve(r) = σ(ω)Ee(r), σ(ω) =
in0e

2

mω
(7.106)

3. 等离子体的复电容率：
ε′(ω) = ε(ω) + iσ(ω)

ω
≈ ε0 −

n0e
2

mω
(7.107)

4. 等离子体内电磁波的波数：

k = ω
√
µ(ω)ε′(ω) ≈ ω

√
µ0ε0

(
1− n0e2

mω2ε0

)
(7.108)

5. 等离子体的折射率：

n =

√
1− n0e2

mω2ε0
=

√
1−

ω2
p

ω2
(7.109)
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8 电磁波的辐射

8.1 d’Alembert 方程和推迟势

1. 电磁势：
B(r, t) = ∇×A(r, t), E(r, t) = −∇φ(r, t)− ∂A(r, t)

∂t
(8.1)

2. Lorentz 规范：
∇ ·A(r, t) +

1

c2
∂φ(r, t)

∂t
= 0 (8.2)

3. d’Alembert 方程：
∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A(r, t)

∂t2
= −µ0jf (r, t) (8.3)

∇2φ(r, t)− 1

c2
∂2φ(r, t)

∂t2
= − 1

ε0
ρf (r, t) (8.4)

4. 推迟势：

A(r, t) =
µ0

4π

ˆ
V

jf

(
r′, t− |r−r′|

c

)
|r − r′|

dV ′ (8.5)

φ(r, t) =
1

4πε0

ˆ
V

ρf

(
r′, t− |r−r′|

c

)
|r − r′|

dV ′ (8.6)

Proof. 采用 Landau《场论》8.1 节的方法。假设一个无穷小电荷位于原点 ρf (r, t) = q(t)δ(r)。在 r ̸= 0

处，考虑到空间旋转不变性，电标势与 θ, φ 无关，d’Alembert 方程为

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂t

)
− 1

c2
∂2φ

∂t2
= 0

作变量代换

φ(r, t) =
u(r, t)

r
⇒ ∂2u

∂r2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0.

行波法给出上式的通解为
u(r, t) = f

(
t− r

c

)
+ g

(
t+

r

c

)
第一项代表发散波，第二项代表会聚波。在电磁辐射问题中，我们只关心发散波，因此电标势可写为

φ(r, t) =
f
(
t− r

c

)
r

当 r → 0 时，φ(r, t) 的解将趋向于静电势的解，忽略时变项可得

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
≈ − 1

ε0
q(t)δ(r)

显然这是一个 Possion 方程，考虑到推迟性的解为

φ(r, t) ≈ 1

4πε0

q(t′)

r
=

1

4πε0

q
(
t− r

c

)
r

所以
f(t− r

c
) =

1

4πε0
q
(
t− r

c

)
所以位于 r′ 处电荷引发的空间各点的电标势为

φ(r, t) =
1

4πε0|r − r′|
Q

(
r′, t− |r − r′|

c

)
对于磁矢势可以类似处理。
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8 电磁波的辐射

下面证明上面的两个推迟势解满足 Lorentz 规范。

∇ ·A(r, t) =
µ0

4π

ˆ
V

∇r ·
j(r′, t′)

|r − r′|
dV ′

=
µ0

4π

ˆ
V

(
j(r′, t′) · ∇r

1

|r − r′|
+

1

|r − r′|
∂

∂t′
j(r′, t′)∇rt

′
)

dV ′

=
µ0

4π

ˆ
V

(
−j(r′, t′) · ∇r′

1

|r − r′|
− 1

|r − r′|
∂

∂t′
j(r′, t′)∇r′t

′
)

dV ′

=
µ0

4π

ˆ
V

(
−∇r′ ·

j(r′, t′)

|r − r′|
+

1

|r − r′|
∇r′j(r

′, t′)|t′不变
)

dV ′

=
µ0

4π

ˆ
V

1

|r − r′|
∇r′ · j(r′, t′)|t′不变dV ′

∂φ(r, t)

∂t
=

1

4πε0

ˆ
V

1

|r − r′|
∂ρ(r′, t′)

∂t′
dV ′

于是

∇r ·A(r, t) +
1

c2
∂φ(r, t)

∂t
=
µ0

4π

ˆ
V

1

|r − r′|

(
∇r′ · j(r′, t′)|t′不变 +

∂ρ(r′, t′)

∂t′

)
dV ′ = 0

8.2 天线辐射

8.2.1 天线产生的电磁场

1. 天线的交变电流：
j(r′, t′) = j(r′)e−iωt′ (8.7)

2. 天线产生的磁矢势：

A(r, t) = A(r)e−iωt =

(
µ0

4π

ˆ
V

j(r′)

|r − r′|
eik|r−r′|dV ′

)
e−iωt (8.8)

3. 天线产生的电磁场：

B(r, t) = (∇×A(r))e−iωt, E(r, t) =
ic
k
(∇×B(r))e−iωt (8.9)

8.2.2 天线在远场产生的电磁场

1. 级数展开：
|r − r′| = |r| − r′ · er + · · · (8.10)

A(r) ≈ µ0

4π

ˆ
V

j(r′)
eik(r−r′·er)

r
dV ′ =

µ0

4π

eikr

r

ˆ
V

j(r′)(1− ikr′ · er)dV ′ (8.11)

2. 电偶极辐射的磁矢势：

A(1)(r) =
µ0eikr

4π

ˆ
V

j(r′)dV ′ =
µ0eikr

4π

ˆ
V

(−r′(∇r′ · j(r′)))dV ′

= −µ0

4π
eikr
ˆ
V

iωρ(r′)r′dV ′ = − iµ0ω

4πr
eikrp =

µ0eikr

4πr
ṗ (8.12)

3. 电偶极辐射的电磁场：

B(1)(r) = ∇×A(1)(r) = − iµ0ω

4π

e−ikr

r

(
ik − 1

r

)
er × p ≈ µ0ωk

4π

eikr

r
er × p =

eikr

4πε0c3r
p̈× er (8.13)

E(1)(r) =
ic
k
∇×B(1)(r) ≈ − ω2eikr

4πε0c2r
er × (er × p) =

eikr

4πε0c2r
(p̈× er)× er (8.14)

球坐标系下的电磁场：

B(1)(r) = − ω2eikr

4πε0c3r
|p| sin θeφ, E(1) ≈ − ω2eikr

4πε0c2r
|p| sin θeθ (8.15)
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4. 电偶极辐射的平均能流密度：〈
S(1)(r)

〉
=

1

T

ˆ T

0

1

µ0

ReE(1)(r, t)× ReB(1)(r, t) =
ω4|p|2

32π2ε0c3r2
sin2 θer (8.16)

5. 电偶极辐射的辐射功率：

P (1) =

ˆ 2π

0

dφ
ˆ π

0

r2 sin θdθ
〈
S(1)(r)

〉
· er =

ω4|p|4

16πε0c3

ˆ π

0

sin3 θdθ = ω4|p|4

12πε0c3
(8.17)

9 带电粒子的辐射

9.1 Lienard-Wiechert 势

1. 静止系中的电磁势：
Ã(r̃) = 0, φ̃(r̃) =

1

4πε0

q

|r̃ − r̃
′|

(9.1)

2. Lienard-Wiechert 势：

A(r, t) =
qv′(t′)

4πε0c2
(
|r − r′(t′)| − v′(t′)

c
· (r − r′(t′))

) (9.2)

φ(r, t) =
q

4πε0

(
|r − r′(t′)| − v′(t′)

c
· (r − r′(t′))

) (9.3)

10 媒介质对电磁波的影响
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