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前 言

从 2014 年初至今, 编者每学期都在复旦大学数学科学学院开展了高等代数每周一

题活动. 顾名思义, 这一活动就是每一教学周发布一道具有相当难度的高等代数思考题,

供学有余力的学生思考和解答, 旨在通过 “难题征解” 和 “一题多解” 等模式激发学生的

学习动力和创新潜力.

高等代数每周一题活动现已经历了复旦数学学院 13 级到 21 级共 9 个年级的实践.

9 年间, 编者总会在周末发布下周的思考题, 题目的侧重点通常与下周的授课内容密切

相关, 可以让学生带着问题进行预习和思考. 复旦数学学院 13 级到 16 级的每周一题通

过高等代数博客和微信群同时发布, 学生提交纸质解答; 17 级到 21 级的每周一题通过

高等代数博客、微信群以及在线课群同时发布, 学生在在线课群中提交图片解答. 9 年

来, 编者都一直认真批改学生的解答, 并及时反馈给他们各种意见和建议. 实践证明, 高

等代数每周一题活动不仅增进了师生之间的交流与互动, 而且取得了较好的教学效果.

编者自 2009 年初回到复旦数学学院任教后, 一直从事高等代数课程的教学工作, 并

积极推动高等代数课程的教学改革与实践. 考试命题作为教学工作的重要环节, 编者也

在这方面作了初步的探索. 从某种意义上说, 高等代数每周一题恰好为考试命题的改革

创新提供了充分实践的良机. 作为现代数学基石之一的高等代数 (线性代数), 无论是课

堂教学, 还是习题考题, 都可从现代数学的各个分支领域出发, 以较高的观点进行讲授和

命题. 因此, 编者在编撰每周一题的过程中, 特别注重以科研为指导, 努力将高等代数与

后续专业课程紧密结合起来, 尽力展示代数学独特的思想、方法和技巧.

编者现将高等代数每周一题 (252 道)、复旦高等代数期末考试压轴大题 (42 道) 和

期中考试精选大题 (108 道) 整理成 “复旦大学高等代数习题集”, 其中约 40% 的题目

由编者自编或改编而来, 剩余 60% 的题目选自各兄弟院校的高等代数习题或考研试题.
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为方便读者学习和参考, 本习题集还给出了所有题目的解答或提示. 编者将在每年下半

年更新一次习题集, 加入最新的高等代数每周一题、期末考试压轴题和期中考试精选题,

并计划在若干年后出版这本全新的高等代数习题集.

本习题集的编写得到了复旦大学数学科学学院的资助; 复旦大数据学院邵美悦教授

给每周一题活动提出了许多建设性的意见; 复旦数学学院楼红卫教授向编者提供了数道

高等代数习题; 复旦数学学院代数教学团队吴泉水教授、陈猛教授和朱胜林教授, 十几

年来给予编者热心的指导和鼓励, 在此谨向他们表示衷心的感谢! 由于编者水平有限,

错误在所难免, 敬请广大读者和同行专家提出宝贵的批评意见和建议.

谢启鸿

2022 年 10 月
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第一章 复旦大学高等代数每周一题

§ 1.1 13 级高等代数 II 每周一题

[问题 2014S01] 设 f(x1, x2, · · · , xn) 是次数等于 2 的 n 元实系数多项式, S 是使得

f(x1, x2, · · · , xn) 达到最大值或最小值的点的集合. 若 f(x1, x2, · · · , xn) 是关于未定元

x1, x2, · · · , xn 的对称多项式并且 S 为有限非空集合, 证明: 存在 b ∈ R, 使得

S = {(b, b, · · · , b)}.

[问题 2014S02] 设实系数多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0,

其中 anbm 6= 0, n ≥ 1, m ≥ 1. 设 t 为实变元,

gt(x) = bmxm + (bm−1 + t)xm−1 + · · ·+ (b1 + tm−1)x+ (b0 + tm).

证明: 存在正数 δ, 使得对任意的 0 < |t| < δ, f(x) 都与 gt(x) 互素.

[问题 2014S03] 设 A ∈ Mn(R) 是非异阵, 并且 A 的 n 个特征值都是实数. 若 A 的所

有 n− 1 阶主子式之和等于零, 证明: 存在 A 的一个 n− 2 阶主子式, 其符号与 |A| 的

符号相反.

[问题 2014S04] 设 n 阶复方阵 A 可对角化, f(x) 为复系数多项式, 证明: 2n 阶复方阵

B =

 A f(A)

f(A) A

 也可对角化.
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§ 1.1 13 级高等代数 II 每周一题 7

[问题 2014S05] 设 A,B 分别是 4× 3 和 3× 4 实矩阵, 满足

BA =


−9 −20 −35

2 5 7

2 4 8

 , AB =


9a− 14 0 9a− 15 18a− 32

6a+ 2b− 9 1 6a+ 3b− 9 12a+ 4b− 19

−2a+ 2 0 −2a+ 3 −4a+ 4

−3a+ 6 0 −3a+ 6 −6a+ 14

 ,

试求参数 a, b 的值.

[问题 2014S06] 试用有理标准型理论证明 13 级高等代数 I 期末考试第八大题: 设 V

为数域 K 上的 n 维线性空间, φ 为 V 上的线性变换, 且存在非零向量 α ∈ V , 使得

V = L(α,φ(α),φ2(α), · · · ). 设 f(x) 是 φ 的特征多项式, 并且 f(x) 在数域 K 上至少

有两个互异的首一不可约因式, 证明: 存在非零向量 β,γ ∈ V , 使得

V = L(β,φ(β),φ2(β), · · · )⊕ L(γ,φ(γ),φ2(γ), · · · ).

[问题 2014S07] 设 A ∈ Mn(K) 在数域 K 上的初等因子组为 P1(λ)
e1 , P2(λ)

e2 , · · · ,

Pk(λ)
ek ,其中 Pi(λ)是 K上互异的首一不可约多项式, ei ≥ 1 (1 ≤ i ≤ k). 设 C(Pi(λ)

ei)

为相伴于多项式 Pi(λ)
ei 的友阵, 证明: A 在 K 上相似于分块对角阵

diag{C(P1(λ)
e1),C(P2(λ)

e2), · · · ,C(Pk(λ)
ek)}.

试用上述结论证明第三届全国大学生数学竞赛预赛一道试题: 设 A 是数域 K 上的 n 阶

方阵, 证明: A 相似于 diag{B,C}, 其中 B 是 K 上的可逆阵, C 是 K 上的幂零阵, 即

存在 m ∈ Z+, 使得 Cm = O.

[问题 2014S08] 设分块上三角阵

A =

A1 B

O A2

 ,

其中 m 阶方阵 A1 的 Jordan 标准型为 J1, n 阶方阵 A2 的 Jordan 标准型为 J2, 并且

A1,A2 没有公共的特征值. 证明: 矩阵 A 的 Jordan 标准型就是 diag{J1,J2}.

[问题 2014S09] 证明: n 阶方阵 A 与所有的 Am (m ≥ 1) 都相似的充分必要条件是

A 的 Jordan 标准型为 diag{Jr1(1), · · · ,Jrk(1), 0, · · · , 0}. 特别地, 非异阵 A 与所有的

Am (m ≥ 1) 都相似的充分必要条件是 A 的特征值全为 1.
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[问题 2014S10] 设 A,B 为 n 阶方阵, 证明: AB 与 BA 相似的充分必要条件是

rank
(
(AB)i

)
= rank

(
(BA)i

)
, 1 ≤ i ≤ n− 1.

[问题 2014S11] 设 A,B 为 n 阶实对称阵, p(A), q(A) 分别为 A 的正负惯性指数, 证

明:

p(A) + p(B) ≥ p(A+B), q(A) + q(B) ≥ q(A+B).

[问题 2014S12] 设 A,B 都是 n 阶半正定实对称阵, 证明: AB 的所有特征值都是非负

实数. 进一步, 若 A,B 都是正定实对称阵, 证明: AB 的所有特征值都是正实数.

[问题 2014S13] (1) 设 A 是数域 K 上的 n 阶非异阵, 若存在主对角元全为 1 的下三角

阵 L ∈ Mn(K) 以及上三角阵 U ∈ Mn(K), 使得 A = LU , 则称方阵 A 存在 LU 分解

(L 表示下三角, U 表示上三角). 证明: n 阶非异阵 A 存在 LU 分解的充分必要条件是

A 的 n 个顺序主子式都不等于零. 此时, A 的 LU 分解是唯一的.

(2) 设 A 是 n 阶正定实对称阵, 证明: 存在唯一的主对角元全大于零的上三角阵 C ∈

Mn(R), 使得 A = C ′C. 正定实对称阵 A 的上述分解称为 Cholesky 分解.

[问题 2014S14] 设 V 为酉空间, 证明: 不存在 V 上的非零线性变换 φ, 使得对 V 中任

一向量 v, 均有

(φ(v),v) = 0.

[问题 2014S15] 设 Q 为 n 阶正交阵, A = diag{a1, a2, · · · , an} 为实对角阵, m =

min
1≤i≤n

|ai|, M = max
1≤i≤n

|ai|. 证明: 方阵 QA 的特征值 λj 适合不等式:

m ≤ |λj | ≤ M, 1 ≤ j ≤ n.

♣ ♣ ♣

§ 1.1 解答或提示

[问题 2014S01] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3594572.html.

[问题 2014S02] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3613136.html.

[问题 2014S03]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3620142.html,或高代白皮书

例 6.28.

[问题 2014S04]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3633949.html,或高代白皮书

例 6.56 (特殊情形).
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[问题 2014S05] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3645057.html.

[问题 2014S06]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3659954.html,或高代白皮书

例 7.20.

[问题 2014S07]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3674990.html,或高代白皮书

例 7.19.

[问题 2014S08]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3690857.html,或高代白皮书

例 7.56.

[问题 2014S09]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3705156.html,或高代白皮书

例 7.7 (充分性).

[问题 2014S10] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3720549.html.

[问题 2014S11]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3734070.html,或高代白皮书

例 8.39.

[问题 2014S12]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3751357.html,或高代白皮书

例 9.64.

[问题 2014S13]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3762452.html,或高代教材第

八章复习题 1 (高代白皮书例 8.12) 和复习题 2.

[问题 2014S14]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3774776.html,或高代白皮书

例 9.10.

[问题 2014S15]参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3775730.html,或高代白皮书

例 9.47.
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§ 1.2 14 级高等代数 I 每周一题

[问题 2014A01] 求下列 n 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1(x1 − a) x2
1(x1 − a) · · · xn−1

1 (x1 − a)

1 x2(x2 − a) x2
2(x2 − a) · · · xn−1

2 (x2 − a)
...

...
...

...

1 xn(xn − a) x2
n(xn − a) · · · xn−1

n (xn − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2014A02] 求下列 n 阶行列式的值, 其中 ai 6= 0 (1 ≤ i ≤ n):

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an−1 a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an−1 a2 + an
...

...
...

...

an−1 + a1 an−1 + a2 · · · 0 an−1 + an

an + a1 an + a2 · · · an + an−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2014A03] 设 A = (aij) 为 n (n ≥ 3) 阶方阵, Aij 为第 (i, j) 元素 aij 在 |A| 中

的代数余子式, 证明: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A22 A32 · · · An2

A23 A33 · · · An3

...
...

...

A2n A3n · · · Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11|A|n−2.

[问题 2014A04] 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵.

(1) 若 A2 = A, B2 = B, (A+B)2 = A+B, 证明: AB = BA = O.

(2) 若存在正整数 k, 使得 (AB)k = O, 证明: In −BA 是可逆阵.

(3) 若 A,D 和 D −CA−1B 均为可逆阵, 证明: A −BD−1C 也是可逆阵, 并求其逆

阵.

[问题 2014A05] (1) 设 x1, x2 · · · , xn, x 都是未定元, sk = xk
1 + xk

2 + · · · + xk
n (k ≥ 1),
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s0 = n, 试求下列行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 · · · sn−1 1

s1 s2 · · · sn x
...

...
...

...

sn sn+1 · · · s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2) 设 A = (aij) 为 n 阶方阵, 试求下列行列式的值:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
. . .

. . .
. . .

. . .

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
. . .

. . .
. . .

. . .

a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann
. . .

. . .
. . .

. . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

其中每个 aij 各重复 m 次.

[问题 2014A06] 若 n 阶实方阵 A 满足 AA′ = In, 则称为正交矩阵. 证明: 不存在 n

阶正交矩阵 A,B, 满足 A2 = cAB +B2, 其中 c 是非零常数.

[问题 2014A07] 设 A 是有理数域 Q 上的 4 阶方阵, α1,α2,α3,α4 是 Q 上的 4 维列

向量, 满足:

Aα1 = α2, Aα2 = α3, Aα3 = α4, Aα4 = −α1 −α2 −α3 −α4.

证明: 若 α1 6= 0, 则 {α1,α2,α3,α4} 是列向量空间 Q4 的一组基.

[问题 2014A08] 设 A = (aij) 为数域 K 上的 n 阶方阵, 定义函数

f(A) =
n∑

i,j=1

a2ij .
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设 P 为数域K上的 n阶非异阵,满足: 对任意的A ∈ Mn(K),成立 f(PAP−1) = f(A).

证明: 存在非零常数 c ∈ K, 使得 PP ′ = cIn.

[问题 2014A09] 设 A,B 分别是 3× 2, 2× 3 矩阵, 满足

AB =


8 2 −2

2 5 4

−2 4 5

 ,

试求 BA.

[问题 2014A10] 设 n 阶实方阵 A 满足 AA′ = In (即 A 为 n 阶正交矩阵), 证明:

rank(In −A) = rank
(
(In −A)2

)
.

[问题 2014A11] 设 n 阶方阵 A,B 满足: (A + B)2 = A + B, rank(A + B) =

rank(A) + rank(B), 证明:

A2 = A, B2 = B, AB = BA = O.

[问题 2014A12] 设 n 阶方阵 A,B 满足: AB = BA = O, rank(A) = rank(A2), 证

明:

rank(A+B) = rank(A) + rank(B).

[问题 2014A13] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的幂零线性变换, 满足

rank(φ) = n− 1, 求证: V 是关于线性变换 φ 的循环空间, 即存在向量 α ∈ V , 使得

V = L(α,φ(α), · · · ,φn−1(α),φn(α), · · · ).

♣ ♣ ♣

§ 1.2 解答或提示

[问题 2014A01] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4019085.html, 或高代白皮

书第 1 章解答题 15.

[问题 2014A02] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4033367.html, 或高代白皮

书例 1.33 (三种证法).
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[问题 2014A03] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4050277.html, 或高代白皮

书例 2.39.

[问题 2014A04] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4067065.html, 或高代白皮

书例 2.25.

[问题 2014A05] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4083312.html, 或高代白皮

书第 2 章解答题 7 和例 6.98 (8).

[问题 2014A06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4099074.html, 或高代白皮

书第 2 章解答题 10.

[问题 2014A07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4114780.html, 其推广可参

考高代白皮书例 5.80.

[问题 2014A08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4131112.html, 或高代白皮

书第 2 章解答题 15.

[问题 2014A09] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4149144.html, 或高代白皮

书例 3.94.

[问题 2014A10] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4159765.html, 或高代白皮

书第 3 章解答题 8.

[问题 2014A11] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4175420.html, 或高代白皮

书第 3 章解答题 9.

[问题 2014A12] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4188685.html, 或高代白皮

书例 7.68.

[问题 2014A13] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4190136.html, 或高代白皮

书例 4.9.
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§ 1.3 14 级高等代数 II 每周一题

[问题 2015S01] 设 Mn(R) 是 n 阶实方阵全体构成的实线性空间, φ 是 Mn(R) 上

的线性变换, 使得对于任意的 A,B ∈ Mn(R), 或者 φ(AB) = φ(A)φ(B) 成立, 或者

φ(AB) = φ(B)φ(A)成立. 证明: 或者 φ(AB) = φ(A)φ(B)对任意的A,B ∈ Mn(R)

都成立, 或者 φ(AB) = φ(B)φ(A) 对任意的 A,B ∈ Mn(R) 都成立.

[问题 2015S02] 设复数 a, b, c 满足 bc 6= 0, 证明下列 n 阶方阵 A 可对角化:

A =



a b

c a b

c a b

. . .
. . .

. . .

c a b

c a


.

[问题 2015S03] 设 g(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an 是数域 K 上的多项式, V 是

K上的 n维线性空间, φ是 V 上的线性变换, α1 6= 0,α2, · · · ,αn 是 V 中的向量, 满足:

φ(α1) = α2, φ(α2) = α3, · · · , φ(αn−1) = αn, φ(αn) = −anα1−an−1α2−· · ·−a1αn.

证明: 若 g(x) 在 K 上不可约, 则 {α1,α2, · · · ,αn} 是 V 的一组基. 举例说明: 若 g(x)

在 K 上可约, 则上述结论一般并不成立.

[问题 2015S04]设A为 n阶方阵, C 为 k×n矩阵,满足: 对任意的 λ ∈ C,

A− λIn

C



均为列满秩阵. 证明: 对任意的 λ ∈ C,



C

C(A− λIn)

C(A− λIn)
2

...

C(A− λIn)
n−1


均为列满秩阵.

[问题 2015S05] 设 A 是 n 阶复方阵, 证明: A 可对角化的充分必要条件是 A 相似于
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某个如下的循环矩阵:

C =



a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1


.

[问题 2015S06] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换.

(1) 求证: 对任一非零向量 α ∈ V , U = L(α,φ(α),φ2(α), · · · ) 是包含 α 的最小的

φ–不变子空间. 子空间 U 称为 α 关于 φ 的循环子空间, α 称为循环子空间 U 的循环

向量. 若设 dimU = m, 则 {α,φ(α), · · · ,φm−1(α)} 是 U 的一组基.

(2) 利用 (1) 的结论证明 Cayley-Hamilton 定理.

(3) 求证: V 只有平凡的 φ–不变子空间当且仅当对任一非零向量 α ∈ V , α 关于 φ 的

循环子空间都等于 V .

(4) 证明: V 只有平凡的 φ–不变子空间当且仅当 φ 的特征多项式 f(λ) = |λIV − φ| 是

K 上的不可约多项式.

[问题 2015S07] 设 A 为 n 阶复方阵, 证明: 存在 n 阶非异复对称阵 Q, 使得 A′ =

Q−1AQ, 即 A 可通过非异复对称阵相似于其转置 A′.

[问题 2015S08] 设 A 为 n 阶复方阵, 证明: AA 与 AA 相似, 其中 A 表示 A 的共轭.

[问题 2015S09] 设 A,B 为 n 阶复方阵, 满足 rank(AB −BA) ≤ 1, 证明: A,B 可同

时上三角化.

[问题 2015S10] 设 A 为 n 阶实方阵, 证明: 存在 n 阶非异实对称阵 P , 使得 A′ =

P−1AP , 即 A 可通过非异实对称阵相似于其转置 A′.

[问题 2015S11] 证明: 任一复方阵都相似于一个复对称阵. 举例说明: 存在实方阵, 它

不相似于实对称阵.

[问题 2015S12]设A为 n阶实方阵,若对任意的非零 n维实列向量 α,总有 α′Aα > 0,

则称 A 为亚正定阵. 显然, 如果 A 既是实对称阵, 又是亚正定阵, 那么 A 就是正定阵.

以下设 A,B 都是 n 阶亚正定阵, c 是正实数, 求证:

(1) A 是亚正定阵的充要条件是 A+A′ 是正定阵;
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(2) A 的特征值的实部都大于零, 特别地, |A| > 0;

(3) A+B, cA, A′, A−1, A∗ 都是亚正定阵;

(4) 若 C 是 n 阶非异实方阵, 则 C ′AC 是亚正定阵;

(5) 若 B 是实对称阵且 A−B 是亚正定阵, 则 B−1 −A−1 也是亚正定阵.

[问题 2015S13] 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵, 定义函数

f(A) =
n∑

i,j=1

a2ij .

设 P 为 n 阶非异实矩阵, 满足: 对任意的 A ∈ Mn(R), 成立 f(PAP−1) = f(A). 试用

伴随算子或奇异值分解证明: 存在非零实数 c, 使得 PP ′ = cIn.

[问题 2015S14] 设 J =

 O In

−In O

, A 为 2n 阶实矩阵, 满足 AJA′ = J , 证明:

det(A) = 1.

♣ ♣ ♣

§ 1.3 解答或提示

[问题 2015S01] 对任意取定的 A ∈ Mn(R), 设 UA = {B ∈ Mn(R) | φ(AB) =

φ(A)φ(B)}, VA = {B ∈ Mn(R) | φ(AB) = φ(B)φ(A)}, 则容易验证 UA, VA 都是

Mn(R) 的子空间且 Mn(R) = UA ∪ VA. 由高代白皮书例 3.54 可知, UA, VA 中至少有

一个是全子空间. 设 U = {A ∈ Mn(R) | UA = Mn(R)}, V = {A ∈ Mn(R) | VA =

Mn(R)},则容易验证 U, V 都是Mn(R)的子空间且Mn(R) = U ∪V . 再次由高代白皮书

例 3.54 可知, U, V 中至少有一个是全子空间. 若 U = Mn(R), 则 φ(AB) = φ(A)φ(B)

对任意的 A,B ∈ Mn(R) 成立, 若 V = Mn(R), 则 φ(AB) = φ(B)φ(A) 对任意的

A,B ∈ Mn(R) 成立. 也可用多元多项式的整性来证明本题.

[问题 2015S02] 参考高代白皮书例 6.65.

[问题 2015S03] 参考高代白皮书例 5.80.

[问题 2015S04] 参考高代白皮书例 6.95.

[问题 2015S05] 参考高代白皮书例 6.55 的推论.

[问题 2015S06] 参考高代白皮书例 7.12, 例 7.17 和教学论文 [17].

[问题 2015S07] 参考高代白皮书例 7.74.
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[问题 2015S08] 利用子式判别法或相抵标准型都能证明: 矩阵与其共轭具有相同的秩.

注意到 AA = AA, 故 rank
(
(AA)k

)
= rank

(
(AA)k

)
(k ≥ 1), 于是由 [问题 2014S10]

的结论可知, AA 与 AA 相似.

[问题 2015S09] 参考教学论文 [19] 的例 4.

[问题 2015S10] 参考教学论文 [18] 的例 2.

[问题 2015S11] 参考高代白皮书例 8.21. 不可对角化的实矩阵都不能相似于实对称阵.

[问题 2015S12] 参考高代白皮书第 6 章解答题 3, 例 8.58 和第 8 章解答题 11.

[问题 2015S13] 参考高代白皮书第 2 章解答题 15 的证法 2 和证法 3.

[问题 2015S14] 参考高代白皮书例 9.134.
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§ 1.4 15 级高等代数 I 每周一题

[问题 2015A01] 证明: 第三类分块初等变换是若干个第三类初等变换的复合. 特别地,

第三类分块初等变换不改变行列式的值.

[问题 2015A02] 设 n (n ≥ 2) 阶方阵 A = (aij(x)), 其中每个元素 aij(x) 都是关于未定

元 x 的多项式. 若 k 是正整数, 满足 xk 整除 A 的所有代数余子式 Aij , 证明: xk+1 整

除 A 的行列式 |A|.

[问题 2015A03] 设

M =


a21 a1a2 + 1 · · · a1an + 1

a2a1 + 1 a22 · · · a2an + 1
...

...
...

ana1 + 1 ana2 + 1 · · · a2n

 ,

证明: r(M) ≥ n− 1.

[问题 2015A04] 设 A 是 m× n 实矩阵, 试用秩的子式判别法和 Cauchy-Binet 公式证

明: r(A′A) = r(AA′) = r(A).

[问题 2015A05] 设 A,B 都是 n 阶方阵, 形式上约定 A0 = In.

(1) 若 k 是非负整数, 使得 r(Ak) = r(Ak+1), 证明: 对任意的 i ≥ k, r(Ai) = r(Ak).

(2) 记 s(A) = min{k ∈ N | r(Ak) = r(Ak+1)}, 称为 A 的稳定指数, 意味着从 i ≥ s(A)

开始, Ai 的秩保持稳定了, 这个最终稳定的秩记为 r∞(A), 即 r∞(A) = r(Ai) (i ≥

s(A)). 证明: s(A) 必存在, 并且是 0 和 n 之间的某个自然数.

(3) 证明: r∞(AB) = r∞(BA).

(4) 证明: |s(AB)− s(BA)| ≤ 1, 并举例说明可取到 A,B, 使得 |s(AB)− s(BA)| = 1.

[问题 2015A06] 设 A = (aij) 是 n 阶方阵, Aij 表示元素 aij 对应的代数余子式. 设

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n 为两组给定的指标集, 证明:

A∗

j1 j2 · · · jr

i1 i2 · · · ir

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ai1j1 Ai2j1 · · · Airj1

Ai1j2 Ai2j2 · · · Airj2

...
...

...

Ai1jr Ai2jr · · · Airjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Â

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 |A|r−1.
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[问题 2015A07] 设 V 是 Mn(K) 的子空间, 满足 V 中所有的非零矩阵都是非异阵, 证

明: dimK V ≤ n.

[问题 2015A08] 设 φ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, 满足 φm = 0, 其中 m, q 为

正整数, n = mq + 1. 证明: dim Imφ ≤ n− q − 1.

[问题 2015A09] 定义: 线性空间 V 中的一族向量 B = {ei}i∈I 称为线性无关的, 如果

B 中任意有限个向量都是线性无关的. B = {ei}i∈I 称为线性空间 V 的一组基, 如果 B

是线性无关的, 并且 V = L(B), 即 V 中任一向量都是 B 中有限个向量的线性组合. 利

用 Zorn 引理或选择公理可证明任一线性空间 V 中都存在一组基 B (在抽象代数课中

会给出证明, 大家现在予以承认即可).

(1) 证明: K[x] 的一组基为 B = {1, x, x2, x3, · · · }.

(2) 举例说明: 高代教材 [1] § 4.5 习题 4 对无限维线性空间一般并不成立, 即存在无限

维线性空间 V 上的自同构 φ 以及 φ 的不变子空间 W , 但 W 不是 φ−1 的不变子空间.

[问题 2015A10] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, 证明下列

条件等价:

(1) V = Kerφ+ Imφ;

(2) V = Kerφ⊕ Imφ;

(3) Kerφ ∩ Imφ = 0;

(4) Kerφ = Kerφ2, 或等价地, dim Kerφ = dim Kerφ2;

(5) Imφ = Imφ2, 或等价地, r(φ) = r(φ2);

(6) Kerφ 存在 φ–不变的补空间, 即存在 φ–不变子空间 U , 使得 V = Kerφ⊕ U ;

(7) Imφ 存在 φ–不变的补空间, 即存在 φ–不变子空间 W , 使得 V = Imφ⊕W .

[问题 2015A11] 设 f1(x), f2(x), · · · , fm(x) ∈ K[x], 证明:

(
(f1(x), f2(x)), f3(x), · · · , fm(x)

)
=
(
f1(x), f2(x), f3(x), · · · , fm(x)

)
,

[
[f1(x), f2(x)], f3(x), · · · , fm(x)

]
=
[
f1(x), f2(x), f3(x), · · · , fm(x)

]
,

其中小括号表示多项式的最大公因式, 中括号表示多项式的最小公倍式.
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[问题 2015A12] 设循环矩阵

A =



a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1


是非异阵, 求证: A−1 也是循环矩阵.

♣ ♣ ♣

§ 1.4 解答或提示

[问题 2015A01] 参考高代教材 § 2.6 习题 6 及其解答.

[问题 2015A02] 因为 xk 整除 A 的所有代数余子式 Aij , 所以 |A∗| 的每一行都能提出

公因子 xk, 故由高代白皮书例 2.38 可知, xkn | |A∗| = |A|n−1, 于是 xk+1 | |A|. 本题还

可以推广为: 若 k 是正整数, p(x) 是数域 K 上的不可约多项式, 满足 p(x)k 整除 A 的

所有代数余子式 Aij , 则 p(x)k+1 整除 |A|.

[问题 2015A03] 参考高代白皮书例 3.74.

[问题 2015A04] 只要证明 r(AA′) = r(A) 即可. 设 r(A) = r, 则由秩的基本不等式可

得 r(A′A) ≤ r. 另一方面, 由秩的子式判别法可知, A 存在一个 r 阶子式非零, 不妨设

A

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 6= 0, 则由 Cauchy-Binet 公式可得

AA′

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 =
∑

1≤k1<k2<···<kr≤n

A

i1 i2 · · · ir

k1 k2 · · · kr

2

> 0,

从而由秩的子式判别法可知 r(AA′) ≥ r, 于是 r(AA′) = r = r(A). 本题的线性方程组

求解理论的证法可参考高代白皮书例 3.76.

[问题 2015A05] 前两问可参考高代白皮书例 4.34. 下面证明后两问. 设 s = s(AB),

t = s(BA), 则

· · · > r
(
(AB)s−1

)
> r

(
(AB)s

)
= r

(
(AB)s+1

)
= · · · = r∞(AB),
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· · · > r
(
(BA)t−1

)
> r

(
(BA)t

)
= r

(
(BA)t+1

)
= · · · = r∞(BA).

注意到对任意的正整数 k, (AB)s+k+1 = A(BA)s+kB, (BA)s+k = B(AB)s+k−1A, 故

由秩的基本不等式可得

r
(
(AB)s+k−1

)
≥ r

(
(BA)s+k

)
≥ r

(
(AB)s+k+1

)
,

于是 r
(
(BA)s+k

)
= r

(
(AB)s

)
= r∞(AB) (k ≥ 1), 因此 t ≤ s + 1 并且 r∞(AB) =

r∞(BA). 由对称性同理可证 s ≤ t + 1, 从而 |s − t| ≤ 1. 例如, A =

1 0

0 0

, B =0 1

0 0

, 则 AB = B, BA = O, s(AB) = 1, s(BA) = 0, 满足 |s(AB)− s(BA)| = 1.

[问题 2015A06] 先对特殊情形 i1 = j1 = 1, · · · , ir = jr = r 进行证明. 设 A =A11 A12

A21 A22

,其中 |A11| = A

1 2 · · · r

1 2 · · · r

, |A22| = Â

1 2 · · · r

1 2 · · · r

. 设 A∗ =

B11 B12

B21 B22

 为对应的分块, 其中 |B11| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 · · · Ar1

...
...

A1r · · · Arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. 由 A∗A = |A|In 可得

B11A11 +B12A21 B11A12 +B12A22

B21A11 +B22A21 B21A12 +B22A22

 =

|A|Ir O

O |A|In−r

 .

令 C =

B11 B12

O In−r

, 则 |C| = |B11|. 又

CA =

B11A11 +B12A21 B11A12 +B12A22

A21 A22

 =

|A|Ir O

A21 A22

 ,

故 |CA| = |C||A| = |A|r|A22|, 即 |B11||A| = |A|r|A22|. 若 |A| 6= 0, 则 |B11| =

|A|r−1|A22|, 这就是要证的等式. 当 |A| = 0 时, 因为要证等式的两边都是关于矩阵 A

中元素的连续函数, 故用摄动法可过渡到非异的情形, 这样便完成了特殊情形的证明.

对一般情形, 令 p = i1 + i + 2 + · · · + ir, q = j1 + j2 + · · · + jr, 将矩阵 A 的第

i1, i2, · · · , ir 行经过 (i1 − 1) + (i2 − 2) + · · ·+ (ir − r) = p− 1

2
r(r + 1) 次相邻对换移至
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第 1, 2, · · · , r 行; 再将第 j1, j2, · · · , jr 列经过 (j1 − 1) + (j2 − 2) + · · ·+ (jr − r) = q −
1

2
r(r+1)次相邻对换移至第 1, 2, · · · , r列,得到的矩阵记为D. 显然 |A| = (−1)p+q|D|,

Â

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 = (−1)p+qD̂

1 2 · · · r

1 2 · · · r

, 因此要证不等式的右边一般情形

(关于 A) 与特殊情形 (关于 D) 相差符号 (−1)r(p+q). 容易验证 A,D 的代数余子式之

间满足关系: Aikjl = (−1)p+qDkl (1 ≤ k, l ≤ r), 于是 A∗ 的 r 阶子式每行都可以提出公

因子 (−1)p+q, 从而要证不等式的左边一般情形 (关于 A) 与特殊情形 (关于 D) 也相差

符号 (−1)r(p+q). 因此, 一般情形的证明可以化为特殊情形的证明.

[问题 2015A07] 设 U 是由第一行元素全为零的 n 阶矩阵构成的子空间, 则 U 中所有

的矩阵都是奇异阵, 并且 dimU = n2 − n. 因为 V 中所有的非零矩阵都是非异阵, 故

U ∩ V = 0, 于是 U + V = U ⊕ V 是 Mn(K) 的子空间. 特别地, 由 dimU + dimV =

dim(U ⊕ V ) ≤ n2 可得 dimV ≤ n.

[问题 2015A08] 用反证法, 设 r(φ) ≥ n − q, 则由秩的 Sylvester 不等式可得 r(φ2) ≥

r(φ) + r(φ) − n ≥ n − 2q, r(φ3) ≥ r(φ2) + r(φ) − n ≥ n − 3q, · · · , 最后可得 r(φm) ≥

n−mq = 1, 这与 φm = 0 矛盾!

[问题 2015A09] 参考高代白皮书例 4.50 的注.

[问题 2015A10] 参考高代白皮书例 4.36.

[问题 2015A11] 最大公因式的等式即为高代教材的引理 5.3.1, 最小公倍式的等式可参

考高代教材 § 5.3 习题 8 及其解答.

[问题 2015A12] https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html, 参考教学博文《循

环矩阵的性质及其应用》的推论 4.
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§ 1.5 15 级高等代数 II 每周一题

[问题 2016S01] 设 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是整系数首一多项式, 满足:

|a0| 是素数且

|a0| > 1 +
n−1∑
i=1

|ai|,

证明: f(x) 是有理数域上的不可约多项式.

注 上述不可约多项式的判别法称为 Osada 定理.

[问题 2016S02] (1) 设 φ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, V 有一个直和分解:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm,

其中每个 Vi 都是 φ–不变子空间. 设 λ0 是 φ 的特征值, V0 = {v ∈ V | φ(v) = λ0v} 为

对应的特征子空间, Vi,0 = Vi ∩ V0 = {v ∈ Vi | φ(v) = λ0v}. 证明:

V0 = V1,0 ⊕ V2,0 ⊕ · · · ⊕ Vm,0.

(2) 设 n 阶方阵 A = diag{A1,A2, · · · ,Am} 为分块对角阵, 其中 Ai 是 ni 阶方阵. 任

取 Ai 的特征值 λi 和特征向量 0 6= αi ∈ Cni , 证明: 可在 αi 的上下添加适当多的零,

得到非零向量 α̃i ∈ Cn, 使得 Aα̃i = λiα̃i, 即 α̃i 是 A 关于特征值 λi 的特征向量, 称

为 αi 的延拓.

(3) 假设同 (2), 任取 A 的特征值 λ0, 并设 λ0 是 Ai1 , · · · ,Air 的特征值, 但不是其他

Aj (1 ≤ j ≤ m, j 6= i1, · · · , ir) 的特征值, 证明: A 关于特征值 λ0 的特征子空间的一组

基可取为 Aik (1 ≤ k ≤ r) 关于特征值 λ0 的特征子空间的一组基的延拓的并集.

[问题 2016S03] (1) n 元非零复系数多项式 f(x1, x2, · · · , xn) 的零点集

Z(f) =
{
(a1, a2, · · · , an) ∈ Cn | f(a1, a2, · · · , an) = 0

}
称为 Cn 中的一个超曲面. 证明: 若把线性同构 Mn(C) ∼= Cn2

看成是等同, 则所有不可

对角化的 n 阶复矩阵包含在 Cn2

的一个超曲面中.

(2) 设 A = (aij) 为 n 阶复矩阵, 证明: 存在 n 阶矩阵 A(t) = (aij(t)), 其中 aij(t) 是关

于 t 的多项式, 使得 A(0) = A, 即 aij(0) = aij 对任意的 i, j 都成立, 并且当 0 < t � 1

时, A(t) 都是可对角化的矩阵.
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[问题 2016S04]设 n阶方阵 A适合多项式 f(x) = amxm+am−1x
m−1+ · · ·+a1x+a0,

其中 |am| >
m−1∑
i=0

|ai|. 证明: 矩阵方程 2X +AX =XA2 只有零解.

[问题 2016S05]设A = (aij)为 n阶复矩阵,证明: 存在正数 δ,使得对任意的 s ∈ (0, δ),

下列矩阵均可对角化:

A(s) =


a11 + s a12 · · · a1n

a21 a22 + s2 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann + sn

 .

[问题 2016S06] (1) 设 A(λ) = (aij(λ)) 是 n 阶 λ–矩阵, 则其行列式定义为

|A(λ)| =
∑

(i1,i2,··· ,in)∈Sn

(−1)N(i1,i2,··· ,in)ai11(λ)ai22(λ) · · · ainn(λ).

利用上述定义证明: n 阶 λ–矩阵的行列式满足 9 条性质, 其中前 8 条参考高代教材 [1]

§ 1.3 和 § 1.4, 第 9 条性质参考高代教材的定理 1.4.1 和定理 1.4.2.

(2)证明: λ–矩阵的行列式满足 Laplace定理和 Cauchy-Binet公式. 特别地,设A(λ),B(λ)

为 n 阶 λ–矩阵, 则

|A(λ) ·B(λ)| = |A(λ)| · |B(λ)|,

即 λ–矩阵乘积的行列式等于其行列式的乘积.

(3) 设 n (n ≥ 2) 阶 λ–矩阵 A(λ) 的伴随矩阵为 A(λ)∗, 它的元素即为 A(λ) 中元素的

代数余子式, 因此 A(λ)∗ 也是一个 n 阶 λ–矩阵. 设 A(λ),B(λ) 为 n (n ≥ 2) 阶 λ–矩

阵, 证明 λ–矩阵的伴随矩阵满足如下性质:

(3.1) A(λ)A(λ)∗ = A(λ)∗A(λ) = |A(λ)|In;

(3.2) (A(λ)B(λ))∗ = B(λ)∗A(λ)∗;

(3.3) |A(λ)∗| = |A(λ)|n−1;

(3.4) (A(λ)∗)∗ = |A(λ)|n−2A(λ).

(4) 设 A ∈ Mn(K) 的特征多项式 f(λ) = |λIn −A|, 试对特征矩阵 λIn −A 利用 (3.1)

证明 Cayley-Hamilton 定理, 即 f(A) = O.

(5) 设 A(λ) 为 n 阶 λ–矩阵, 证明下列结论等价:



§ 1.5 15 级高等代数 II 每周一题 25

(5.1) A(λ) 是可逆 λ–矩阵;

(5.2) A(λ) 的行列式是非零常数;

(5.3) A(λ) 的相抵标准型是 In;

(5.4) A(λ) 只通过 λ–矩阵的初等行变换或初等列变换就可变为 In;

(5.5) A(λ) 是有限个初等 λ–矩阵的乘积,

上述结论之一成立时, A(λ)−1 =
1

|A(λ)|
A(λ)∗.

[问题 2016S07] 设 A 为 3 阶实矩阵, 满足 AA′ = k2I3 且 |A| = k3, 其中 k 是非负实

数. 求证: 存在实数 t ∈ [−1, 3], 使得

A3 − tkA2 + tk2A− k3I3 = O.

[问题 2016S08] 试用线性空间理论以及多项式理论重新证明高代教材 [1] 的推论 7.3.4:

设 F ⊆ K 是两个数域, A,B 是 F 上的两个矩阵, 则 A,B 在 F 上相似当且仅当 A,B

在 K 上相似.

[问题 2016S09]设 V 是数域 K上的 n维线性空间, φ是 V 上的线性变换. 设 0 6= v ∈

V , 多项式 g(λ) ∈ K[λ], 若 g(φ)(v) = 0, 则称 g(λ) 为 φ 在 v 处的零化多项式. 若首一

多项式 mv(λ) ∈ K[λ] 是 φ 在 v 处所有非零零化多项式中的次数最小者, 则称 mv(λ)

为 φ 在 v 处的极小多项式 (当固定 φ 时, mv(λ) 简称为 v 的极小多项式).

(1) 证明: 对任意的 0 6= v ∈ V , 其极小多项式 mv(λ) 存在并且唯一 (先证基本性质: 极

小多项式整除任意的零化多项式).

(2) 设 0 6= v ∈ V , 由 {v,φ(v),φ2(v), · · · } 张成的子空间记为 C(φ,v), 称为 φ 的由 v

生成的循环子空间 (这是包含 v 的最小的 φ–不变子空间), v 称为循环子空间 C(φ,v)

的循环向量. 设 dimC(φ,v) = k, 证明: {v,φ(v), · · · ,φk−1(v)} 是 C(φ,v) 的一组基.

若设

φk(v) = −a0v − a1φ(v)− · · · − ak−1φ
k−1(v),

令

mv(λ) = λk + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a1λ+ a0,

证明: mv(λ) 是 v 的极小多项式.

(3) 记号和假设同 (2), 证明:
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(3.1) C(φ,v) 中任一向量都可写成 g(φ)(v) 的形式, 其中 g(λ) ∈ K[x], deg g(λ) < k;

(3.2) g(φ)(v) 也是 C(φ,v) 的循环向量 (即 C(φ, g(φ)(v)) = C(φ,v)) 的充要条件是

(g(λ),mv(λ)) = 1;

(3.3) 对 mv(λ) 的任一非常数首一因式 h(λ), 存在 0 6= w ∈ C(φ,v), 使得 mw(λ) =

h(λ);

(3.4) C(φ,v) 只有有限个 φ–不变子空间, 即为{
C(φ, g(φ)(v)) | g(λ) 是 mv(λ) 的首一因式

}
.

(4) 设 0 6= u,v ∈ V 的极小多项式分别为 mu(λ),mv(λ), 证明:

(4.1) 若 (mu(λ),mv(λ)) = 1, 则 C(φ,u) + C(φ,v) = C(φ,u) ⊕ C(φ,v), 并且 u + v

的极小多项式为 mu(λ) ·mv(λ);

(4.2) 存在 0 6= w ∈ C(φ,u) + C(φ,v), 使得 mw(λ) = [mu(λ),mv(λ)].

(5) 设 {v1,v2, · · · ,vn} 是 V 的一组基, mi(λ) 分别是 vi 的极小多项式, m(λ) 是 φ 的

极小多项式, 证明:

m(λ) = [m1(λ),m2(λ), · · · ,mn(λ)].

(6) 设 m(λ) 是 φ 的极小多项式, 证明: 存在 0 6= v ∈ V , 使得 v 的极小多项式

mv(λ) = m(λ).

(7)设 φ在 K中有 n个不同的特征值 λ1, λ2, · · · , λn, 对应的特征向量为 v1,v2, · · · ,vn,

证明: V 是循环空间, 并求其循环向量.

[问题 2016S10] (1) 证明实对称阵的特征值都是实数. 进一步, 利用 Jordan 标准型理

论和反证法证明实对称阵都可实对角化.

(2) 证明实反对称阵的特征值都是 0 或纯虚数. 进一步, 利用 Jordan 标准型理论和反证

法证明实反对称阵都可复对角化.

[问题 2016S11] (1) 设 A ∈ Mn(C) 与所有的 Ak (k ≥ 1) 都相似, 试求 A 的 Jordan 标

准型.

(2) 设非异阵 A ∈ Mn(C) 与 A−1 相似, 试求 A 的 Jordan 标准型.

[问题 2016S12] 设 A 是非异复矩阵, 证明: A = BC, 其中 B,C 满足:

(1) B 可对角化;
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(2) C 的特征值全为 1 (称为幺幂阵);

(3) BC = CB;

(4) B,C 都可表示为 A 的多项式,

并且满足条件 (1)—(3) 的上述分解必唯一.

注 本题是乘法形式的 Jordan-Chevalley 分解定理.

[问题 2016S13] 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, 其特征多项式

f(λ) = P1(λ)P2(λ) · · ·Pk(λ), 其中 Pi(λ) 是 K 上互异的首一不可约多项式, 试求所有的

φ–不变子空间.

[问题 2016S14] 证明: 对任意的非异阵 A ∈ Mn(C), 存在 B ∈ Mn(C), 使得 eB = A.

[问题 2016S15] 设 f(z) 是收敛半径等于 +∞ 的复幂级数, 证明: 对任一 A ∈ Mn(C),

存在一个依赖于 A 的多项式 g(λ) ∈ C[λ], 使得 f(A) = g(A).

[问题 2016S16] (1) 设 A 为 n 阶正定实对称阵, 证明: 对任意的 x ∈ Rn, 成立 0 ≤

x′(A + xx′)−1x < 1, 并求等于零的充要条件; 进一步, 对任意的 B ∈ Mn×m(R), 成立

0 ≤ |B′(A+BB′)−1B| < 1, 并求等于零的充要条件;

(2) 设 A 为 n 阶半正定实对称阵, 证明: 存在 x ∈ Rn, 使得 A + xx′ 正定且 x′(A +

xx′)−1x = 1 的充要条件是 r(A) = n − 1; 进一步, 存在 B ∈ Mn×m(R) (n ≥ m), 使得

A+BB′ 正定且 |B′(A+BB′)−1B| = 1 的充要条件是 r(A) = n−m.

[问题 2016S17] 设 A 为 n 阶实对称阵, 其特征值为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, 证明:

λi = min
Vi

max
0 ̸=x∈Vi

x′Ax

x′x
= max

Vn−i+1

min
0 ̸=x∈Vn−i+1

x′Ax

x′x
(i = 1, 2, · · · , n),

其中 Vj 表示 Rn 的 j 维子空间.

注 本题的结论称为 “极小极大定理” 或 “Courant-Fischer 定理”.

[问题 2016S18] 设 A 为 n 阶实对称阵, 其特征值为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

(1) 设 S 为 n × m 阶实矩阵, 满足 S′S = Im, m 阶实对称阵 S′AS 的特征值为

µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µm, 证明:

λj ≤ µj , λn−j+1 ≥ µm−j+1 (j = 1, 2, · · · ,m);

(2) 若 Am 是 A 的 m 阶主子阵, 其特征值为 µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µm, 证明:

λj ≤ µj , λn−j+1 ≥ µm−j+1 (j = 1, 2, · · · ,m).
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注 本题的结论 (1)称为 “特征值隔离定理”或 “Poincare定理”,结论 (2)称为 “Cauchy

交错定理”.

[问题 2016S19] 设 n 阶实对称阵 A,B 的特征值分别为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, µ1 ≤

µ2 ≤ · · · ≤ µn, C = A+B 的特征值为 ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νn, 证明:

λj + µ1 ≤ νj ≤ λj + µn (j = 1, 2, · · · , n).

特别地,

|νj − λj | ≤ ‖B‖2 := max{|µ1|, |µn|}.

注 本题的结论称为 “Weyl 摄动定理”.

[问题 2016S20] (1) 设 V 是实 (复) 线性空间, 若存在 V 上的实值函数 ‖ · ‖ : V → R,

对任意的 α,β ∈ V , c ∈ R (C), 满足:

(i) 非负性: ‖α‖ ≥ 0, 等号成立当且仅当 α = 0;

(ii) 齐次性: ‖cα‖ = |c| · ‖α‖;

(iii) 三角不等式: ‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖,

则称 ‖ · ‖ 是 V 上的一个范数. 给定范数的实 (复) 线性空间称为赋范线性空间. 例如在

内积空间 V 中, 由内积 (−,−) 诱导的范数为 ‖α‖ = (α,α)
1
2 , 因此内积空间必为赋范线

性空间. 证明下列实值函数是 Rn 上的范数, 其中 α = (a1, a2, · · · , an)′ ∈ Rn:

(i) ‖α‖1 :=
n∑

i=1

|ai| (称为 1–范数);

(ii) ‖α‖2 :=
( n∑

i=1

a2i

) 1
2 (称为 2–范数, 即由 Euclid 空间 Rn 上的标准内积诱导的 Euclid

范数);

(iii) ‖α‖∞ := max
1≤i≤n

|ai| (称为 ∞–范数).

(2) 设 ‖ · ‖ 是 Rn 上的范数, 对任意的 A ∈ Mn(R), 定义 Mn(R) 上的实值函数为

‖A‖ := max
α∈Rn, ∥α∥=1

‖Aα‖, 证明:

(i) 上述实值函数 ‖ · ‖ 是 Mn(R) 上的范数, 称为从属于 Rn 上范数 ‖ · ‖ 的算子范数;

(ii) 上述算子范数满足: 对任意的 A,B ∈ Mn(R), 成立 ‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖;

(iii) Mn(R) 上的 Frobenius 内积诱导的 Frobenius 范数 ‖A‖F =
( n∑

i,j=1

a2ij

) 1
2

不可能是

从属于 Rn 上某个范数的算子范数.
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(3) 记从属于 Rn 上 1–范数 ‖ · ‖1, 2–范数 ‖ · ‖2 和 ∞–范数 ‖ · ‖∞ 的 Mn(R) 上

对应的算子范数分别为 1–范数 ‖ · ‖1, 2–范数 ‖ · ‖2 和 ∞–范数 ‖ · ‖∞, 对任意的

A = (aij) ∈ Mn(R), 证明:

(i) ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |;

(ii) ‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |;

(iii) ‖A‖2 =
(
λmax(A

′A)
) 1

2 , 其中 λmax(A
′A) 表示半正定实对称阵 A′A 的最大特征

值.

注 每周一题 17、18、19 和 20 都有对应的复数域上的版本, 请读者自行写出其形式并

证明其结论.

♣ ♣ ♣

§ 1.5 解答或提示

[问题 2016S01] 用反证法, 假设 f(x) 在 Q 上可约, 则它可以分解为两个低次整系数

首一多项式的乘积 f(x) = g(x)h(x), 其中 g(x) = xm + bm−1x
m−1 + · · · + b0 ∈ Z[x],

h(x) = xt + ct−1x
t−1 + · · · + c0 ∈ Z[x], 且 m < n, t < n. 设 f(x) 的 n 个复根为

ξ1, ξ2, · · · , ξn, 我们断言每个 |ξk| > 1. 用反证法, 若存在某个 |ξk| ≤ 1, 则

|a0| = |ξnk +
n−1∑
i=1

aiξ
i
k| ≤ |ξk|n +

n−1∑
i=1

|ai||ξk|i ≤ 1 +
n−1∑
i=1

|ai|,

这与假设矛盾. 由 |b0||c0| = |a0| = p 为素数可知, 或者 |b0| = p, |c0| = 1, 或者 |b0| = 1,

|c0| = p. 由对称性不妨设 |b0| = 1, |c0| = p, 再设 g(x) 的 m 个复根为 ξ1, ξ2, · · · , ξm, 则

由 Vieta 定理可得 |b0| = |ξ1ξ2 · · · ξm| = |ξ1||ξ2| · · · |ξm| > 1, 矛盾!

[问题 2016S02] 参考高代白皮书例 6.3 和例 6.4.

[问题 2016S03] (1) 设 A = (aij) ∈ Mn(C), 特征多项式 f(λ) = |λIn −A|. 若 A 不可

对角化, 则 f(λ) 必有重根, 这等价于判别式 ∆(f) = (−1)
1
2n(n−1)R(f, f ′) = 0. 因为判

别式 ∆(f) 是关于未定元 aij 的多元多项式, 故所有不可对角化的复矩阵 A 包含在 Cn2

的超曲面 ∆(f) = 0 中.

(2) 可对角化摄动矩阵 A(t) 的选取方法可以根据实际情况来进行构造, 下面介绍可对角
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化摄动矩阵 A(t) 的一种常见的构造方法. 设 P 为 n 阶非异阵, 使得

P−1AP =


λ1 b12 · · · b1n

0 λ2 · · · b2n
...

...
...

0 0 · · · λn

 .

取复数 c1, c2, · · · , cn, 使得对任意的 0 < t � 1, λ1 + c1t, λ2 + c2t, · · · , λn + cnt 都是 n

个不同的复数. 构造摄动矩阵

A(t) = P


λ1 + c1t b12 · · · b1n

0 λ2 + c2t · · · b2n
...

...
...

0 0 · · · λn + cnt

P
−1, 0 < t � 1.

由于 A(t) 有 n 个不同的特征值, 故 A(t) 可对角化, 并且 lim
t→0+

A(t) = A(0) = A.

注 本题告诉我们: 可对角化的矩阵 “远远” 比不可对角化的矩阵来的多, 并且可取到

一列可对角化的矩阵 “逼近” 任一不可对角化的矩阵.

[问题 2016S04] 参考高代白皮书第 6 章解答题 14.

[问题 2016S05] 参考高代白皮书例 6.34.

[问题 2016S06] (1) https://www.cnblogs.com/torsor/p/3554028.html, 参考教学博文

《行列式的组合定义及其应用—反对称阵的 Pfaffian》.

(2) 参考高代教材中的证明, 由行列式的组合定义可推出 Laplace 定理, 由 Laplace 定理

可推出 Cauchy-Binet 公式.

(3) 由行列式的性质可推出 (3.1). 参考高代白皮书例 2.36, 由 Cauchy-Binet 公式可推

出 (3.2). 可利用多项式的性质证明 (3.3). 设 g(λ) = |A(λ)∗| − |A(λ)|n−1, 由高代白皮

书例 2.38 可知, 对任意的 k ∈ K, g(k) = |A(k)∗| − |A(k)|n−1 = 0, 于是 g(λ) 在 K 中有

无穷多个根, 从而 g(λ) 为零多项式, 这就证明了结论. 同理, 可利用多项式的性质证明

(3.4), 以及给出 (2), (3.1) 和 (3.2) 的另一证明.

(4) 设特征多项式 f(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an, (λIn −A)∗ =Mn−1λ

n−1 +

· · ·+M1λ+M0,则由 (λIn−A)(λIn−A)∗ = f(λ)In 展开后比较矩阵多项式的系数,依
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次可得: Mn−1 = In, Mn−2 = AMn−1 + a1In = A+ a1In, Mn−3 = AMn−2 + a2In =

A2 + a1A+ a2In, · · · , M0 = AM1 + an−1In = An−1 + a1A
n−2 + · · ·+ an−1In, 最后可

得

O = AM0 + anIn = An + a1A
n−1 + · · ·+ an−1A+ anIn = f(A).

(5) 参考高代正课教学视频 § 7.2 中的证明.

[问题 2016S07] 若 k = 0, 则可得 A = O, 结论显然成立. 若 k > 0, 则 1

k
A 是行列式

值等于 1 的正交矩阵, 因此考虑 k = 1 的情形即可. 注意到正交矩阵 A 的特征值为 ±1

或模长为 1 的共轭虚数, 又 |A| = 1, 故 A 的特征值中至少有一个 1, 另外两个特征值可

设为 cos θ ± i sin θ. 设 A 的特征多项式 f(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3, 则由 Vieta 定理

可得 a1 = −(1 + 2 cos θ), a2 = 1+ 2 cos θ, a3 = −1. 令 t = 1+ 2 cos θ, 则 t ∈ [−1, 3], 由

Cayley-Hamilton 定理可得 A3 − tA2 + tA− I3 = O.

[问题 2016S08] 参考教学论文 [18] 的例 1.

[问题 2016S09] 参考教学论文 [20] 的引理 1, 命题 1, 命题 2, 命题 3 和例 1.

[问题 2016S10] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6785447.html.

[问题 2016S11] 参考教学论文 [8] 的命题 1 和命题 2.

[问题 2016S12] 设 A = B +N 是加法形式的 Jordan-Chevalley 分解, 其中 B 可对角

化, N 幂零, BN = NB, 且 B,N 都可表示为 A 的多项式. 参考高代教材定理 7.7.3

的证明, 由 A 非异可知 B 也非异, 令 C = In +B−1N , 则 A = BC. 由 B,N 乘法

可交换以及 N 幂零可得 B−1N 也幂零, 从而 B−1N 的特征值全为 0, 于是 C 的特征

值全为 1. 由 B,N 乘法可交换可知 B,C 乘法也可交换. 由高代白皮书例 6.86 可知,

B−1 是 B 的多项式, 从而也是 A 的多项式, 于是 C = In + B−1N 也是 A 的多项

式. 反之, 若 A = BC 是乘法形式的 Jordan-Chevalley 分解, 令 N = B(C − In), 则类

似于上面的讨论同理可证 A = B +N 是加法形式的 Jordan-Chevalley 分解. 这就建

立了加法形式分解与乘法形式分解之间的一一对应, 从而由加法形式分解的唯一性即得

乘法形式分解的唯一性. 也可以仿照高代教材定理 7.7.3 的证明, 直接构造乘法形式的

Jordan-Chevalley 分解.

[问题 2016S13] 参考教学论文 [20] 的例 3.

[问题 2016S14] 参考高代白皮书第 7 章解答题 13.
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[问题 2016S15] 设 A ∈ Mn(C) 的全体不同特征值为 λ1, · · · , λs, 属于特征值 λi 的初

等因子组为 (λ− λi)
ri1 , · · · , (λ− λi)

rini , 其中 ri1 ≤ · · · ≤ rini
, 1 ≤ i ≤ s, 则存在非异阵

P , 使得

P−1AP = J = diag{Jr11(λ1), · · · ,Jr1n1
(λ1); · · · ;Jrs1(λs), · · · ,Jrsns

(λs)}

为 Jordan 标准型. 根据高代教材 § 7.8 可知, 对收敛半径等于 +∞ 的复幂级数 f(z), 有

f(A) = P diag{f(Jr11(λ1)), · · · , f(Jr1n1
(λ1)); · · · ; f(Jrs1(λs)), · · · , f(Jrsns

(λs))}P−1,

其中

f(Jrij (λi)) =



f(λi)
1

1!
f ′(λi)

1

2!
f (2)(λi) · · · 1

(rij − 1)!
f (rij−1)(λi)

f(λi)
1

1!
f ′(λi) · · · 1

(rij − 2)!
f (rij−2)(λi)

f(λi) · · · 1

(rij − 3)!
f (rij−3)(λi)

. . .
...

f(λi)


. (1.5.1)

由 (1.5.1) 式可知, f(A) 的值由过渡矩阵 P 和下列数组

{f (k)(λi) | 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ rini
− 1}

唯一确定. 因为 λ1, · · · , λs 是互异的复数, 故由 Hermite-Lagrange 插值公式可知, 存在

多项式 g(x) ∈ C[x], 使得

g(k)(λi) = f (k)(λi), 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ rini
− 1.

于是由 (1.5.1) 式可知, g(Jrij (λi)) = f(Jrij (λi)) 对任意的 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ ni 成立,

从而 g(J) = f(J), 因此

f(A) = P f(J)P−1 = P g(J)P−1 = g(PJP−1) = g(A).

注 矩阵函数也可用多项式来定义. 本题告诉我们, 这种定义与幂级数的定义是等价的.

[问题 2016S16] 参考高代白皮书第 8 章解答题 7 和第 9 章解答题 15.
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[问题 2016S17] 设 e1, e2, · · · , en 是 A 的对应于特征值 λ1, λ2, · · · , λn 的标准正交的

特征向量. 记 Uj = L(e1, · · · , ej) ⊆ Rn. 显然, Rn 的任一 i 维子空间 Vi 与 U⊥
i−1 =

L(ei, · · · , en) 的交空间非零. 任取非零向量 x ∈ Vi ∩ U⊥
i−1, 可设 x =

n∑
j=i

xjej , 则

xi, · · · , xn 不全为零且
x′Ax

x′x
=

n∑
j=i

λjx
2
j

n∑
j=i

x2
j

≥ λi. 由于上式对 Rn 的任一 i 维子空间 Vi 均

成立, 故

min
Vi

max
0 ̸=x∈Vi

x′Ax

x′x
≥ λi. (1.5.2)

另一方面, 取 Vi = Ui, 则对任一非零向量 x ∈ Ui, 可设 x =
i∑

j=1

xjej , 则 x1, · · · , xi 不全

为零且
x′Ax

x′x
=

i∑
j=1

λjx
2
j

i∑
j=1

x2
j

≤ λi, 并且当 x = ei 时可取到等号. 因此

min
Vi

max
0 ̸=x∈Vi

x′Ax

x′x
≤ max

0 ̸=x∈Ui

x′Ax

x′x
= λi. (1.5.3)

综合 (1.5.2) 式和 (1.5.3) 式即得结论中的第一个等式. 第二个等式的证明是类似的. 特

别地, 由 (1.5.3) 式及类似的证明可知, 存在 Rn 的 i 维子空间 Ui 以及 n− i+ 1 维子空

间 U⊥
i−1, 使得

λi = max
0 ̸=x∈Ui

x′Ax

x′x
= min

0 ̸=x∈U⊥
i−1

x′Ax

x′x
(i = 1, 2, · · · , n). (1.5.4)

注 本题是高代白皮书例 9.52 的推广.

[问题 2016S18] (1) 由 S′S = Im 可知 S 为列满秩阵, 故 S : Rm → Rn 是单线性映射,

从而对 Rm 的任一 j 维子空间 Wj , S(Wj) 也是 Rn 的 j 维子空间. 对 S′AS 应用 [问

题 2016S17] 的结论可得:

µj = min
Wj

max
0 ̸=x∈Wj

x′(S′AS)x

x′x
= min

Wj

max
0 ̸=x∈Wj

(Sx)′A(Sx)

(Sx)′(Sx)

= min
S(Wj)

max
0 ̸=y∈S(Wj)

y′Ay

y′y
≥ min

Vj

max
0 ̸=y∈Vj

y′Ay

y′y
= λj ,
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µm−j+1 = max
Wj

min
0 ̸=x∈Wj

x′(S′AS)x

x′x
= max

Wj

min
0 ̸=x∈Wj

(Sx)′A(Sx)

(Sx)′(Sx)

= max
S(Wj)

min
0 ̸=y∈S(Wj)

y′Ay

y′y
≤ max

Vj

min
0 ̸=y∈Vj

y′Ay

y′y
= λn−j+1.

(2) 设 Am 是由 A 的第 i1, · · · , im 行和列构成的 m 阶主子阵, 取 S 为单位阵 In 的第

i1, · · · , im 列构成的 n×m 矩阵, 则 S′AS = Am, 于是 (2) 是 (1) 的推论.

[问题 2016S19] 由 (1.5.4) 式可知, λj = max
0 ̸=x∈Uj

x′Ax

x′x
, 其中 Uj 是 Rn 的某个 j 维子空

间. 由 [问题 2016S17] 的结论可得:

νj = min
Vj

max
0 ̸=x∈Vj

x′Cx

x′x
≤ max

0≠x∈Uj

x′(A+B)x

x′x

≤ max
0 ̸=x∈Uj

x′Ax

x′x
+ max

0 ̸=x∈Uj

x′Bx

x′x
≤ λj + max

0 ̸=x∈Rn

x′Bx

x′x
= λj + µn.

由 (1.5.4) 式可知, λj = min
0 ̸=x∈U⊥

j−1

x′Ax

x′x
, 其中 U⊥

j−1 是 Rn 的某个 n − j + 1 维子空间.

由 [问题 2016S17] 的结论可得:

νj = max
Vn−j+1

min
0 ̸=x∈Vn−j+1

x′Cx

x′x
≥ min

0 ̸=x∈U⊥
j−1

x′(A+B)x

x′x

≥ min
0 ̸=x∈U⊥

j−1

x′Ax

x′x
+ min

0 ̸=x∈U⊥
j−1

x′Bx

x′x
≥ λj + min

0 ̸=x∈Rn

x′Bx

x′x
= λj + µ1.

由上述两个不等式即得 |νj − λj | ≤ ‖B‖2 := max{|µ1|, |µn|}.

注 本题是高代白皮书例 9.53 的推广.

[问题 2016S20] 参考 [6] 第一章 § 1.
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§ 1.6 16 级高等代数 I 每周一题

[问题 2016A01] 试求下列 n+ 1 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n n

−1 x− n+ 2 n− 1

−2
. . .

. . .

. . .
. . . 1

−n x+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2016A02] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足 AB −BA = Am (m ≥ 1), 请用高代 I 的

方法证明: A 为奇异阵.

[问题 2016A03] 设 λ1, λ2, · · · , λn 为 n 个不同的数.

(i) 试求下列 Vandermonde 矩阵 A 的逆阵:

A =


1 λ1 λ2

1 · · · λn−1
1

1 λ2 λ2
2 · · · λn−1

2

...
...

...
...

1 λn λ2
n · · · λn−1

n

 ;

(ii) 设 f(x) 为次数小于 n 的多项式, 满足 f(λi) = bi (1 ≤ i ≤ n), 请利用 (i) 的结论证

明: f(x) 必为如下形式的多项式 (称为 Lagrange 插值公式):

f(x) =
n∑

i=1

bi
(x− λ1) · · · (x− λi−1)(x− λi+1) · · · (x− λn)

(λi − λ1) · · · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · · · (λi − λn)
.

[问题 2016A04] 设下列矩阵M 是可逆阵, 试求其逆阵M−1:

M =


a21 a1a2 + 1 · · · a1an + 1

a2a1 + 1 a22 · · · a2an + 1
...

...
...

ana1 + 1 ana2 + 1 · · · a2n

 .

[问题 2016A05] 每一行、每一列只有一个元素为 1, 其余元素为 0 的方阵称为置换矩

阵, n 阶置换矩阵全体记为 Pn. 证明: 若 A,B ∈ Pn, 则 AB ∈ Pn; A−1 = A′ ∈ Pn.
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[问题 2016A06]下列矩阵称为 Toeplitz矩阵或位移矩阵 (一列数 a−(n−1), · · · , a−2, a−1,

a0, a1, a2, · · · , an−1 依次向右平移一位):

A =



a0 a1 a2 · · · an−1

a−1 a0 a1 · · · an−2

a−2 a−1 a0 · · · an−3

...
...

...
...

a−(n−2) a−(n−3) a−(n−4) · · · a1

a−(n−1) a−(n−2) a−(n−3) · · · a0


.

(i) 设 N =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


, M =N ′, 证明:

A = a−(n−1)M
n−1 + · · ·+ a−2M

2 + a−1M + a0In + a1N + a2N
2 + · · ·+ an−1N

n−1;

(ii) n 阶上三角 (下三角) Toeplitz 矩阵全体记为 TU (TL), 证明: 若 A,B ∈ TU (TL), 则

AB ∈ TU (TL); 若 A ∈ TU (TL) 为非异阵, 则 A−1 ∈ TU (TL);

(iii) 举例说明: 存在 n 阶 Toeplitz 矩阵 A,B, 使得 AB 不是 Toeplitz 矩阵; 存在 n 阶

非异 Toeplitz 矩阵 A, 使得 A−1 不是 Toeplitz 矩阵.

[问题 2016A07] 设 A,B 为 n 阶实方阵, 满足 A2 +B2 = O, 设 d = |AB −BA|. 证

明: 若 n 是奇数, 则 d = 0; 若 n 能被 4 整除, 则 d ≥ 0; 若 n 除以 4 余 2, 则 d ≤ 0.

[问题 2016A08] 设 J 为元素全为 1 的 n 阶方阵, X 为 n 阶未知矩阵, 满足 X =

JX +XJ , 请用高代 I 的方法证明: X = O.

[问题 2016A09] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足: A2 = 2A, B2 = 2B, 2In −A−B 为非

异阵, 证明: r(A) = r(B).

[问题 2016A10] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足 AB = O. 证明: 若 n 是奇数, 则 AB′ +

A′B 必为奇异阵; 若 n 为偶数, 举例说明上述结论一般不成立.
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[问题 2016A11] 设 A,B 为 m× n 和 m× p 矩阵, X 为 n× p 未知矩阵, 证明: 矩阵

方程 AX = B 有解的充分必要条件是 r(A --B) = r(A).

[问题 2016A12] 设 P1,P2, · · · ,Pk, Q1,Q2, · · · ,Qk 是 n 阶方阵, 满足 PiQj = QjPi,

r(Pi) = r(PiQi) (1 ≤ i, j ≤ k). 证明: r(P1P2 · · ·Pk) = r(P1P2 · · ·PkQ1Q2 · · ·Qk).

[问题 2016A13] 设 A,B 为 m × n 和 n × p 矩阵, 证明: 存在 p × n 矩阵 C, 使得

ABC = A 的充分必要条件是 r(A) = r(AB).

[问题 2016A14] 设 φ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, 证明: 若 V 的任一 n− 1 维

子空间都是 φ–不变子空间, 则 φ 必为纯量变换.

[问题 2016A15] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换.

(i) 设 v ∈ V , g(x) ∈ K[x], 使得 g(φ)(v) = 0, 则称 g(x) 为 v 的零化多项式. 证明: 在

v 的全体非零零化多项式构成的集合中, 存在唯一的次数最小的首一零化多项式, 称为

v 的极小多项式, 记为 mv(x);

(ii) 设 v ∈ V , 称由 {v,φ(v),φ2(v), · · · } 张成的子空间 C(φ,v) 为 v 关于 φ 的循

环子空间. 设 v 的极小多项式为 mv(x) = xk + ak−1x
k−1 + · · · + a1x + a0, 证明:

{v,φ(v), · · · ,φk−1(v)} 构成了 C(φ,v) 的一组基, 特别地, dimC(φ,v) = degmv(x);

(iii) 设 v 的极小多项式 mv(x) = m1(x)m2(x) · · ·mr(x), 其中 mi(x) 是两两互素的首一

多项式. 证明: 存在 vi ∈ C(φ,v), 使得 vi 的极小多项式为 mi(x), 并且

C(φ,v) = C(φ,v1)⊕ C(φ,v2)⊕ · · · ⊕ C(φ,vr);

(iv)设 v1,v2, · · · ,vr ∈ V 的极小多项式分别为m1(x),m2(x), · · · ,mr(x),它们是两两互

素的多项式. 证明: 存在 v ∈ V , 使得 v 的极小多项式 mv(x) = m1(x)m2(x) · · ·mr(x),

并且

C(φ,v) = C(φ,v1)⊕ C(φ,v2)⊕ · · · ⊕ C(φ,vr).

[问题 2016A16] 设 A 是有理数域 Q 上的 n 阶方阵, 满足 Ap = In, 其中 p 为素数. 证

明: 对任意的复数 λ0 以及任意的整数 0 < k < p, 若 λ0In −A 为奇异阵, 则 λk
0In −A

也为奇异阵.

♣ ♣ ♣

§ 1.6 解答或提示
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[问题 2016A01]设 n+1阶行列式 |A|为 Dn,我们来求递推关系式. 第一步将第 i行乘

以 −1加到第 i−1行上 (i = 2, · · · , n);第二步将第 i−1列加到第 i列上 (i = 2, · · · , n);

第三步是所得行列式按第 n 列进行展开:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n n

−1 x− n+ 2 n− 1

−2 x− n+ 4 n− 2

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

−(n− 1) x+ n− 2 1

−n x+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n+ 1 −x+ 2n− 2 −n+ 1

−1 x− n+ 4 −x+ 2n− 5 −n+ 2

−2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−(n− 1) x+ 2n− 2 −x− n+ 1

−n x+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− n+ 1 n− 1

−1 x− n+ 3 n− 2

−2
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . 1

−(n− 1) x+ n− 1

−n x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= xDn−1.

又 D1 =

∣∣∣∣∣∣x− 1 1

−1 x+ 1

∣∣∣∣∣∣ = x2, 不断递推下去即得 |A| = Dn = xn+1. 若设
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P =



1 −1

1 −1

. . .
. . .

. . . −1

1


, 则 P−1 =



1 1 1 · · · 1

1 1 · · · 1

. . .
. . .

...

. . . 1

1


,

于是上述一系列的初等变换等价于相似变换 A 7→ PAP−1.

[问题 2016A02] 用反证法, 若 A 为非异阵, 则等式 AB − BA = Am 两边同时左乘

A−m 可得 In = A−m+1B −A−mBA = A(A−mB) − (A−mB)A. 上式两边同时取迹,

由矩阵迹的交换性可得 n = tr(In) = tr
(
A(A−mB)

)
− tr

(
(A−mB)A

)
= 0, 矛盾!

[问题 2016A03] 将 Vandermonde 行列式 |A| 按第 i 行展开可得

|A| = Ai1 +Ai2λi + · · ·+Ainλ
n−1
i =

∏
1≤i<k≤n

(λk − λi).

注意到代数余子式 Aij 与 λi 无关, 故上式两边都可看成是关于 λi 的多项式. 比较等式

两边 λj−1
i 的系数, 可得 (也可直接由高代白皮书例 1.32 得到):

Aij = (−1)i+j
∑

(k1<···<kn−j)∈[1,n]\{i}

λk1
· · ·λkn−j

∏
(l<k)∈[1,n]\{i}

(λk − λl).

设 A−1 =
1

|A|
A∗ = (bij), 则

bij =
1

|A|
Aji = (−1)n+i

∑
(k1<···<kn−i)∈[1,n]\{j}

λk1
· · ·λkn−i

/∏
k ̸=j

(λj − λk).

(2) 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1, α = (a0, a1, · · · , an−1)

′, β = (b1, b2, · · · , bn)′,

则由 f(λi) = bi (1 ≤ i ≤ n) 可得 Aα = β. 于是 α = A−1β, 再由 (1) 可得

ai−1 =
n∑

j=1

bijbj = (−1)n+i

n∑
j=1

bj
∑

(k1<···<kn−i)∈[1,n]\{j}

λk1
· · ·λkn−i

/∏
k ̸=j

(λj − λk).

最后可得

f(x) =
n∑

i=1

ai−1x
i−1 =

n∑
i=1

(−1)n+ixi−1

n∑
j=1

bj
∑

(k1<···<kn−i)∈[1,n]\{j}

λk1
· · ·λkn−i

/∏
k ̸=j

(λj−λk)
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=
n∑

j=1

bj

n∑
i=1

(−1)n−ixi−1
∑

(k1<···<kn−i)∈[1,n]\{j}

λk1
· · ·λkn−i

/∏
k ̸=j

(λj − λk)

=
n∑

j=1

bj
∏
k ̸=j

(x− λk)

/∏
k ̸=j

(λj − λk).

[问题 2016A04] 令 A = −In, C = I2, B′ = D =

a1 a2 · · · an

1 1 · · · 1

, 则 M =

A+BCD. 由行列式的降阶公式可知 (参考高代白皮书例 2.67):

|M | = |C||A||C−1 +DA−1B| = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣I2 −


n∑
i=1

a2i
n∑

i=1

ai
n∑

i=1

ai n


∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n

(
(1− n)(1−

n∑
i=1

a2i )− (
n∑

i=1

ai)
2

)
6= 0.

记 c = (1 − n)(1 −
n∑

i=1

a2i ) − (
n∑

i=1

ai)
2 6= 0, 再由高代白皮书例 2.25 (Sherman-Morrison-

Woodbury 公式) 可得

M−1 = A−1 −A−1B(C−1 +DA−1B)−1DA−1

= −In − 1

c


a1 1

a2 1
...

...

an 1


 1− n −

n∑
i=1

ai

−
n∑

i=1

ai 1−
n∑

i=1

a2i


a1 a2 · · · an

1 1 · · · 1



= −In − 1

c

(
aiaj(1− n)− (ai + aj)

n∑
i=1

ai −
n∑

i=1

a2i + 1

)
n×n

.

[问题 2016A05] 设 Pij 是对换单位矩阵 In 的第 i 列与第 j 列后得到的第一类初等阵,

显然 Pij = P ′
ij = P−1

ij . 设 In = (e1, e2, · · · , en) 为列分块, 其中 e1, e2, · · · , en 是 n 维

标准单位列向量. 我们断言: P 是置换矩阵当且仅当 P = P1P2 · · ·Pr 是若干个第一

类初等阵的乘积. 若 P = P1P2 · · ·Pr 是若干个第一类初等阵的乘积, 则 P = InP =

InP1P2 · · ·Pr,这相当于对 In 的列向量做了若干次列对换,得到 P = (ei1 , ei2 , · · · , ein),

其中 (i1, i2, · · · , in) 是 (1, 2, · · · , n) 的一个全排列, 这样的 P 当然是置换矩阵. 反之, 若
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P 是置换矩阵, 则 P = (ei1 , ei2 , · · · , ein) 为列分块, 其中 (i1, i2, · · · , in) 是 (1, 2, · · · , n)

的一个全排列, 于是可通过若干次对换将 (i1, i2, · · · , in) 变为 (1, 2, · · · , n), 这对应于

P 作若干次列对换后可变为单位矩阵 In, 即存在第一类初等阵 P1,P2, · · · ,Pr, 使得

PPr · · ·P2P1 = In, 于是

P = (Pr · · ·P2P1)
−1 = P−1

1 P−1
2 · · ·P−1

r = P1P2 · · ·Pr.

有了上述判定准则, 马上可以推出置换矩阵 A,B 的乘积仍然是若干个第一类初等阵的

乘积, 从而还是置换矩阵. 若 A = P1P2 · · ·Pr 是置换矩阵, 则 A−1 = A′ = Pr · · ·P2P1

仍为置换矩阵.

[问题 2016A06] (i) 由高代白皮书例 2.2 及其转置版本即得分解式. (ii) 只证 TU 的情

形, TL的情形由转置即得. 设A = a0In+a1N+· · ·+an−1N
n−1, B = b0In+b1N+· · ·+

bn−1N
n−1, 则由 Nn = O 可将 AB 整理为 N 的小于 n 次的多项式, 于是 AB ∈ TU .

若 A = a0In + a1N + · · · + an−1N
n−1 为非异阵, 则 a0 6= 0. 令 A−1 = a−1

0 In +

x1N + · · ·+ xn−1N
n−1, 则由 AA−1 = In 可以依次唯一地确定 x1, · · · , xn−1, 这也说明

A−1 ∈ TU . (iii) 例如, A =

0 1

0 0

 ∈ TU , B =

0 0

1 0

 ∈ TL, 但 AB =

1 0

0 0

 不
是 Toeplitz 矩阵. 例如, A =


1 2 0

3 1 2

0 3 1

 是非异 Toeplitz 矩阵, 容易验证 A−1 的主对

角元不全部相同, 从而不是 Toeplitz 矩阵.

[问题 2016A07] 由高代白皮书例 2.71 的结论可得∣∣∣∣∣∣A −B

B A

∣∣∣∣∣∣ = |A+ iB||A− iB| = |(A+ iB)(A− iB)|

= |A2 +B2 − i(AB −BA)| = | − i(AB −BA)| = (−i)n|AB −BA|.

注意到 A,B 为实方阵, 故 d = |AB −BA| 为实数, |A+ iB| = |A+ iB| = |A − iB|,

于是 (−i)nd = |A+ iB||A+ iB| ≥ 0. 因此, 若 n是奇数, 则 (−i)n = ±i, 从而 d = 0; 若

n 能被 4 整除, 则 (−i)n = 1, 从而 d ≥ 0; 若 n 除以 4 余 2, 则 (−i)n = −1, 从而 d ≤ 0.

[问题 2016A08] 若 n = 1, 则结论显然成立. 下设 n ≥ 2. 注意到 J2 = nJ , 故在矩阵方

程 JX+XJ =X 两边同时左乘 J 后有 nJX+JXJ = JX,于是 JXJ = (1−n)JX.
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在此矩阵方程两边同时右乘 J 后有 nJXJ = (1− n)JXJ , 即 (2n− 1)JXJ = O, 于

是 O = JXJ = (1 − n)JX, 从而 JX = O. 类似地可以证明 XJ = O, 于是

X = JX +XJ = O.

[问题 2016A09]注意到A(2In−A−B) = 2A−A2−AB = −AB = 2B−AB−B2 =

(2In − A − B)B, 又 2In − A − B 是非异阵, 故 r(A) = r
(
A(2In − A − B)

)
=

r
(
(2In −A−B)B

)
= r(B).

[问题 2016A10] 参考高代白皮书例 3.67.

[问题 2016A11] 参考高代白皮书例 3.105.

[问题 2016A12] 由高代白皮书例 3.79 可知, 若 n 阶方阵 A,B 满足 r(AB) = r(B),

则对任意的 n 阶方阵 C, 有 r(ABC) = r(BC). 其转置版本是: 若 n 阶方阵 A,B

满足 r(AB) = r(A), 则对任意的 n 阶方阵 C, 有 r(CAB) = r(CA). 由 Pi,Qj 乘

法可交换得到 r(P1) = r(P1Q1) = r(Q1P1), 故可得 r(P1P2Q2) = r(Q1P1P2Q2) =

r(P1P2Q1Q2). 再由条件 r(P2) = r(P2Q2)可得 r(P1P2) = r(P1P2Q2),因此 r(P1P2) =

r(P1P2Q1Q2). 假设 r(P1 · · ·Pi) = r(P1 · · ·PiQ1 · · ·Qi) 已证明, 则 r(P1 · · ·Pi) =

r(Q1 · · ·QiP1 · · ·Pi), 故可得 r(P1 · · ·PiPi+1Qi+1) = r(Q1 · · ·QiP1 · · ·PiPi+1Qi+1) =

r(P1 · · ·PiPi+1Q1 · · ·QiQi+1). 再由条件 r(Pi+1)=r(Pi+1Qi+1)可得 r(P1 · · ·PiPi+1)=

r(P1 · · ·PiPi+1Qi+1), 因此 r(P1 · · ·PiPi+1) = r(P1 · · ·PiPi+1Q1 · · ·QiQi+1). 对 i 用归

纳法即得结论.

[问题 2016A13] 参考高代白皮书例 3.107.

[问题 2016A14] 参考高代白皮书例 4.47.

[问题 2016A15] 参考教学论文 [20].

[问题 2016A16] 若 λ0In − A 为奇异阵, 则 λ0 是 A 的特征值. 由于 A 适合多项式

xp − 1, 故 λ0 也适合多项式 xp − 1, 即有 λp
0 = 1. 若 λ0 = 1, 则结论显然成立. 下设

λ0 6= 1, 则 λ0 是多项式 g(x) = xp−1 + · · · + x + 1 的根, 由高代教材例 5.7.3 可知 g(x)

是 Q 上的不可约多项式, 再由高代白皮书例 5.18 可知 g(x) 是 λ0 的极小多项式. 设

f(x) = |xIn −A| 是 A 的特征多项式, 则 λ0 也是 f(x) 的根, 由极小多项式的基本性

质可知 g(x) | f(x). 对任意的整数 0 < k < p, 显然 λk
0 6= 1 且 (λk

0)
p = 1, 于是 λk

0 也是

g(x) 的根, 从而也是 f(x) 的根, 即 λk
0 是 A 的特征值, 这等价于 λk

0In −A 也为奇异阵.
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§ 1.7 16 级高等代数 II 每周一题

[问题 2017S01] 设 A 是 n 阶对合阵, 即 A2 = In, 证明: n − tr(A) 为偶数, 并且

tr(A) = n 的充要条件是 A = In.

[问题 2017S02] 设方阵 A =


1 0 0 0

0 a a 0

a− 2 0 1 0

0 1 0 0

 可对角化, 求 a 的值.

[问题 2017S03] 设 A1,A2, · · · ,Am ∈ Mn(K), g(x) ∈ K[x], 使得 g(A1), g(A2), · · · ,

g(Am) 都是非异阵. 试用两种方法证明: 存在 h(x) ∈ K[x], 使得 g(Ai)
−1 = h(Ai) 对所

有的 1 ≤ i ≤ m 都成立.

[问题 2017S04]设A = (aij)为 n阶复矩阵,证明: 存在正数 δ,使得对任意的 s ∈ (0, δ),

下列矩阵均可对角化:

A(s) =


a11 + s a12 · · · a1n

a21 a22 + s2 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann + sn

 .

[问题 2017S05] 设 A 为 n 阶方阵, 证明: 若下列条件之一成立, 则矩阵方程 AX +

XA =X 只有零解:

(1) A 为幂零阵, 即存在正整数 m, 使得 Am = O;

(2) A 的所有元素都为 1;

(3) A 的特征值全为偶数;

(4) A 的所有特征值实部的绝对值都小于 1

2
.

[问题 2017S06] 请用高代教材 [1] 第六章和第七章中的方法证明: 实对称阵有完全的特

征向量系, 从而可对角化.

[问题 2017S07] 设 A,B,AB 都是 n 阶实对称阵, 证明: 若 s 是 AB 的一个特征值,

则存在 A 的特征值 λ0 和 B 的特征值 µ0, 使得 s = λ0µ0.
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[问题 2017S08] 设 n 阶实方阵 A =



a1 1

1 a2 1

1 a3 1

. . .
. . .

. . .

1 an−1 1

1 an


.

(i) 求证: A 有 n 个互不相同的特征值;

(ii) 试求实线性空间 C(A) = {B ∈ Mn(R) | AB = BA} 的维数.

[问题 2017S09] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, f(λ),m(λ)

分别是 φ 的特征多项式和极小多项式. 以下各小问的假设是独立的.

(i) 设 f(λ) = m(λ) = (λ− λ0)
n, 试求 V 的所有 φ–不变子空间.

(ii) 设 f(λ) = f1(λ)f2(λ) · · · fk(λ), 其中 fi(λ) 是 K 上两两互素的多项式. 设 Vi =

Ker fi(φ), 则 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk. 任取 V 的 φ–不变子空间 U , 证明: U =

U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk, 其中 Ui 是 Vi 的 φ-不变子空间.

(iii) 设 f(λ) = m(λ) = (λ − λ1)
r1(λ − λ2)

r2 · · · (λ − λk)
rk , 其中 λ1, λ2, · · · , λk 是 K 中

互异的 k 个数, ri ≥ 1 (1 ≤ i ≤ k), 试求 V 的所有 φ–不变子空间.

(iv) 设存在 V 的一组基 {e1, e2, · · · , en}, 使得 φ 在这组基下的表示阵为

A C

O B

,

其中 A = F (g(λ)), B = F (h(λ)) 是对应于 K 上两个首一不可约多项式 g(λ), h(λ) 的

Frobenius 块 (也就是友阵的转置), C 是左下角那个元素为 1, 其余元素为 0 的矩阵. 试

求 V 的所有 φ–不变子空间.

(v) 设 f(λ) = m(λ) = P1(λ)
r1P2(λ)

r2 · · ·Pk(λ)
rk , 其中 P1(λ), P2(λ), · · · , Pk(λ) 是 K 上

互异的首一不可约多项式, ri ≥ 1 (1 ≤ i ≤ k), 试求 V 的所有 φ–不变子空间.

[问题 2017S10] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换. 证明: φ

的极小多项式在 K 上无重因式的充分必要条件是对 V 的任一 φ–不变子空间 U , 均存

在 φ–不变子空间 W , 使得 V = U ⊕W .

[问题 2017S11]设 f(z)是收敛半径为 +∞的复幂级数, A ∈ Mn(C), g(λ) = |f(λ)In−

f(A)|, 证明: g(A) = O.
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[问题 2017S12] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, B 为 n 阶实方阵, 使得

A B′

B A−1

 为
半正定阵, 证明: B 的特征值都落在复平面上的单位圆内 (包含边界).

[问题 2017S13] 设 A,B 均为 n 阶半正定实对称阵, 满足 tr(AB) = 0. 请利用半正定

阵的基本性质证明: AB = O.

[问题 2017S14] 设 a1, a2, · · · , an 是 n 个互异的正实数, 试用两种方法证明: n 阶实对

称阵 A = (aij) 是正定阵, 其中 aij =
1

ai + aj
.

[问题 2017S15] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, x = (x1, x2, · · · , xn)
′, f(x) = x′Ax 为对

应的实二次型. 设去掉 A 的第 i 行和第 i 列后的主子阵为 Ai, 证明: f(x) 在 xi = 1 的

条件下的最小值为
|A|
|Ai|

, 1 ≤ i ≤ n.

[问题 2017S16] 设 A 为 n 阶实对称阵, 证明: A 为正定阵 (半正定阵) 的充分必要条

件是

cr =
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 > 0 (≥ 0), r = 1, 2, · · · , n.

[问题 2017S17] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, α,β 是 n 维实列向量, 证明: (α′β)2 ≤

(α′Aα)(β′A−1β), 等号成立当且仅当 Aα 与 β 成比例.

[问题 2017S18] 设 A 为 n 阶复矩阵, λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn 是 − i
2
(A−A′

) 的全体特征

值. 证明: 对 A 的任一特征值 λ, 有 λ1 ≤ Imλ ≤ λn.

♣ ♣ ♣

§ 1.7 解答或提示

[问题 2017S01] 参考高代白皮书例 6.29.

[问题 2017S02] 经计算特征多项式 f(λ) = |λI4 −A| = λ(λ− a)(λ− 1)2. 分以下三种

情况讨论.

(1) 若 a = 0, 则 A 的特征值为 0 (2 重), 1 (2 重). 经计算可得 r(A) = 3, 于是特征值 0

的几何重数等于 4− 3 = 1, 小于其代数重数, 从而 A 不可对角化. 另外, 特征值 1 的几

何重数等于 1, 也小于其代数重数.
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(2) 若 a = 1, 则 A 的特征值为 0 (1 重), 1 (3 重). 经计算可得 r(A− I4) = 3, 于是特征

值 1 的几何重数等于 4− 3 = 1, 小于其代数重数, 从而 A 不可对角化.

(3) 若 a 6= 0 且 a 6= 1, 则 A 的特征值为 0 (1 重), a (1 重), 1 (2 重). 对 A− I4 实施如

下初等变换 (第三列乘以 −1 加到第二列, 第四列加到第二列, 第二列乘以 a 加到第三

列) 变为:

A− I4 =


0 0 0 0

0 a− 1 a 0

a− 2 0 0 0

0 1 0 −1

→


0 0 0 0

0 −1 0 0

a− 2 0 0 0

0 0 0 −1

 .

若 A 可对角化, 则特征值 1 的几何重数也等于 2, 于是 r(A− I4) = 2, 从而可得 a = 2.

本题也有更简洁的解法. 将 A 的第一行和第四行对换, 再将第一列和第四列对换, 得到

的矩阵 B 和 A 相似 (参考高代教材习题 4.3.10):

P14AP14 = B =


0 1 0 0

0 a a 0

0 0 1 a− 2

0 0 0 1

 .

然后再利用高代白皮书例 7.56, 经过简单讨论后即得 a = 2.

[问题 2017S03] 参考高代白皮书第 6 章解答题 13.

[问题 2017S04] 参考高代白皮书例 6.34.

[问题 2017S05] 将原矩阵方程整理为 AX = X(In −A), 我们只要验证 A 与 In −A

没有公共的特征值, 那么由高代白皮书例 6.88 即得原矩阵方程只有零解 X = O.

(1) A 的特征值全为 0, In −A 的特征值全为 1;

(2) A 的特征值为 0 (n− 1 重), n (1 重), In −A 的特征值为 1 (n− 1 重), 1− n (1 重);

(3) A 的特征值全为偶数, In −A 的特征值全为奇数;

(4) A 所有特征值的实部落在 (−1

2
,
1

2
) 中, In −A 所有特征值的实部落在 (

1

2
,
3

2
) 中.

[问题 2017S06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6785447.html.

[问题 2017S07] 由 A,B,AB 都是实对称阵可知 AB = (AB)′ = B′A′ = BA, 再由

[问题 2017S06] 和高代白皮书例 6.41 可知 A,B 可同时对角化 (事实上, 由例 9.124 可
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知 A,B 可同时正交对角化), 即存在可逆阵 P , 使得

P−1AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, P−1BP = diag{µ1, µ2, · · · , µn},

于是

P−1ABP = (P−1AP )(P−1BP ) = diag{λ1µ1, λ2µ2, · · · , λnµn}.

因此, 对 AB 的任一特征值 s, 一定存在 i ∈ [1, n], 使得 s = λiµi.

[问题 2017S08] (1) 由 [问题 2017S06] 可知, 实对称阵 A 有完全的特征向量系, 即任一

特征值的代数重数等于其几何重数. 任取 A 的实特征值 λ0, 注意到矩阵

λ0In −A =



λ0 − a1 −1

−1 λ0 − a2 −1

−1 λ0 − a3 −1

. . .
. . .

. . .

−1 λ0 − an−1 −1

−1 λ0 − an


右上角的 n − 1 阶子式是一个主对角元全为 −1 的下三角行列式, 从而其值非零, 于是

r(λ0In −A) = n− 1, 从而特征值 λ0 的几何重数等于 n− (n− 1) = 1, 特征值 λ0 的代

数重数也等于 1. 注意到 λ0 的任意性, 故 A 有 n 个不同的特征值. 也可以用第七章的

方法来证明, 注意到特征矩阵 λIn −A 右上角的 n− 1 阶子式是一个主对角元全为 −1

的下三角行列式, 其值为 (−1)n−1, 于是 A 的 n − 1 阶行列式因子 Dn−1(λ) = 1, 从而

A 的行列式因子组和不变因子组均为 1, · · · , 1, f(λ), 因此 A 的极小多项式等于其特征

多项式 f(λ) = |λIn −A|. 由于 A 可对角化, 故极小多项式无重根, 即特征多项式 f(λ)

无重根, 于是 A 有 n 个不同的特征值.

(2) 由高代白皮书例 6.63 或例 7.26 或例 7.30 可知 dimC(A) = n, 并且 C(A) 的一组

基为 {In,A, · · · ,An−1}.

[问题 2017S09] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6819416.html.

[问题 2017S10] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6821754.html.

[问题 2017S11]设 A的特征值为 λ1, λ2, · · · , λn,则 f(A)的特征值为 f(λ1), f(λ2), · · · ,

f(λn), 从而 f(λ)In − f(A) 的特征值为 f(λ) − f(λ1), f(λ) − f(λ2), · · · , f(λ) − f(λn),
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于是

g(λ) = |f(λ)In − f(A)| = (f(λ)− f(λ1))(f(λ)− f(λ2)) · · · (f(λ)− f(λn)).

注意到 f(A) 的特征多项式为 h(λ) = (λ − f(λ1))(λ − f(λ2)) · · · (λ − f(λn)), 故由

Cayley-Hamilton 定理可得

g(A) = (f(A)− f(λ1)In)(f(A)− f(λ2)In) · · · (f(A)− f(λn)In) = h(f(A)) = O.

[问题 2017S12] 参考高代白皮书第 8 章解答题 13.

[问题 2017S13] 参考高代白皮书例 8.30. 也可以这样证明, 注意到问题的条件和结

论在合同变换 A 7→ C ′AC, B 7→ C−1B(C−1)′ 下不改变, 故不妨从一开始就假设

A = diag{Ir,O} 为合同标准型. 设 B =

B11 B12

B′
12 B22

 为对应的分块, 则由

0 = tr(AB) = tr

B11 B12

O O

 = tr(B11)

以及 B11 的半正定性可得 B11 的主对角元全为零, 再由半正定阵的性质 (高代白皮书例

8.70) 可知 B11 = O, B12 = O, 于是 AB = O.

[问题 2017S14] 要证 A 是正定阵, 只要证 A 的 n 个顺序主子式全大于零即可. 注意

到每个顺序主子式都与 |A| 有相同的形状, 故只要证明 |A| > 0 即可. 由高代白皮书例

1.18 (Cauchy 行列式) 可得 |A| =
∏

1≤i<j≤n

(ai − aj)
2
/ n∏

i,j=1

(ai + aj) > 0, 故结论得证. 另

一种证法请参考 [问题 2019S11].

[问题 2017S15] 注意到问题的条件和结论在 (正交) 合同变换 A 7→ PinAPin 下不改

变, 其中 Pin 是对换第 i, n 行的初等矩阵, 故只要考虑 i = n 的情形即可. 设 A = (aij),

An 是去掉 A 的第 n 行和第 n 列的主子阵, y = (x1, · · · , xn−1)
′, 则在 xn = 1 的条件

下, 考虑的二次型为

f(x) = (y′, 1)

An α

α′ ann

y
1

 .

由高代白皮书例 8.40 和行列式的降阶公式可知, 在 xn = 1 的条件下, 当 y = −A−1
n α

时, f(x) 取到最小值 ann −α′A−1
n α =

|A|
|An|

.
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[问题 2017S16] 参考高代白皮书例 9.63.

[问题 2017S17] 参考高代白皮书例 8.28.

[问题 2017S18] 参考高代白皮书例 9.54.
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§ 1.8 17 级高等代数 I 每周一题

[问题 2017A01] 设

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 7 · · · 3n− 2

1 5 9 · · · 4n− 3

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

...

an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

其中 n ≥ 2, Aij 是 |A| 的第 (i, j) 元素的代数余子式. 证明: |A| =
n∑

i,j=1

Aij .

[问题 2017A02] 设 |A| 为 n 阶行列式, 其中 n 为奇数, 且 |A| 的所有元素都是整数.

证明: 若对任意的 1 ≤ i ≤ n, aii 都是偶数, 且对任意的 1 ≤ i < j ≤ n, aij + aji 都是偶

数, 则 |A| 也是偶数.

[问题 2017A03] 求下列 n (n ≥ 2) 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 · · · 0 0

x+ x2 1 + x2 x · · · 0 0

0 x 1 + x2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 + x2 x

0 0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2017A04] 设 A,B,C 均为 2 阶方阵, 满足 C = AB − BA, AC = CA 和

BC = CB, 求证: C = O.

[问题 2017A05] 设

fi(x) = ainx
n + ai,n−1x

n−1 + · · ·+ ai1x+ ai0 (0 ≤ i ≤ n),

其中 aij (0 ≤ i, j ≤ n) 都是整数. 设 A = (aij)0≤i,j≤n 是对应的 n+ 1 阶方阵, 证明:

(1) 对任意的整数 x, f0(x), f1(x), · · · , fn(x) 的最大公因数都要整除 |A|;

(2)存在 n+1阶整数矩阵B使得AB = In+1的充分必要条件是,存在 n+1个不同的整

数 x0, x1, · · · , xn,使得 n+1阶矩阵 C = (fi(xj))0≤i,j≤n 满足 |C| = ±
∏

0≤i<j≤n

(xj −xi).
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[问题 2017A06] 设 n 阶循环矩阵

A =



a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1


是非异阵, 试求逆阵 A−1.

[问题 2017A07] 设 A = B +C, 其中 B 是 n 阶实对称阵, C 是 n 阶实反对称阵, 满

足 BC = O. 证明: 若 A2 = O, 则 A = O.

[问题 2017A08] 设 A,B 是 2 阶方阵, 若存在 2 阶方阵 P ,Q, 使得 A = PQ 且

B = QP , 则记为 A ♯B. 证明: 在所有 2 阶方阵构成的集合中, ♯ 是一个等价关系.

[问题 2017A09] 设 A,B 是 n 阶方阵, 若存在 n 阶方阵 P ,Q, 使得 A = PQ 且

B = QP , 则记为 A ♯B. 证明: 若 n ≥ 3, 则在所有 n 阶方阵构成的集合中, ♯ 不是等价

关系.

[问题 2017A10] 设 A,B,C 分别为 m× n, p× q 和 m× q 矩阵, M =

A C

O B

, 证

明:

(1) r(M) = r(A) + r(B) 成立当且仅当矩阵方程 AX + Y B = C 有解, 其中 X,Y 分

别为 n× q 和 m× p 未知矩阵;

(2) r(M) ≤ min{r(A) + q, r(B) +m};

(3) 试给出 Sylvester 不等式和 Frobenius 不等式 (高代白皮书例 3.66 和例 3.69) 等号

成立的充分必要条件.

[问题 2017A11] 设 A 为 n 阶实对称阵且 r(A) = r, 请用高代 I 的方法证明: A 的所

有 r 阶主子式之和不等于零.

[问题 2017A12] 设 A,B,C,D 为 n 阶实方阵, S 为 n 阶实反对称阵, a 为非零实数,

满足 AB = CD = aIn + S. 求证: AD +B′C ′ 是非异阵.

注 本题是第九届全国大学生数学竞赛预赛第四题结论的推广.

[问题 2017A13] 任取 9 个不同的实数 a1, · · · , a9, 证明: 存在 1, · · · , 9 的全排列
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k1, · · · , k9, 使得 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ak1

ak2
ak3

ak4
ak5

ak6

ak7
ak8

ak9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

注 本题可以推广到 n2 个不同实数的情形.

[问题 2017A14] 设 V, U 分别为数域 K 上的 n,m 维线性空间, 线性映射 φ : V → U

在 V, U 的某组基下的表示矩阵为 A, 证明:

(1) 存在 V 的一组基 {e1, e2, · · · , en} 和 U 的一组基 {f1,f2, · · · ,fm}, 使得 φ 在这两

组基下的表示矩阵为

Ir O

O O

, 其中 r = r(A);

(2) Kerφ = L(er+1, · · · , en), Imφ = L(f1, · · · ,fr). 特别地, dim Kerφ = n − r(A),

r(φ) = dim Imφ = r(A);

(3) 存在线性映射 φi : V → U , 使得 r(φi) = 1 (1 ≤ i ≤ r) 且 φ = φ1 +φ2 + · · ·+φr.

[问题 2017A15] (1) 设 φ 是数域 K 上 n (n ≥ 2) 维线性空间 V 上的线性变换, 证明:

若 V 只有平凡的 φ–不变子空间, 则 φ 必为 V 的自同构.

(2) 设 φ,ψ 是数域 K 上 2n + 1 (n ≥ 1) 维线性空间 V 上的两个非零线性变换, 满足

φψ +ψφ = 0. 证明: V 既有非平凡的 φ–不变子空间, 也有非平凡的 ψ–不变子空间.

(3) 举例说明: 当 V 的维数是偶数时, (2) 的结论一般不成立.

[问题 2017A16] 设 n 阶方阵 A 满足 A3m + A + In = O, 其中 m 为正整数, 求证:

A2 +A+ In 是非异阵, 并求其逆阵.

♣ ♣ ♣

§ 1.8 解答或提示

[问题 2017A01] 由行列式的性质可知 a11Ai1 + a12Ai2 + · · ·+ a1nAin = δ1i|A| (1 ≤ i ≤

n), 上述 n 个等式相加后有

a11

n∑
i=1

Ai1 + a12

n∑
i=1

Ai2 + · · ·+ a1n

n∑
i=1

Ain = |A|. (1.8.1)

同理可得

a21

n∑
i=1

Ai1 + a22

n∑
i=1

Ai2 + · · ·+ a2n

n∑
i=1

Ain = |A|. (1.8.2)
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注意到 4a1j − 3a2j = 1 (1 ≤ j ≤ n), 故将 (1.8.1) 式乘以 4 减去 (1.8.2) 式乘以 3 可得

n∑
j=1

n∑
i=1

Aij = |A|.

[问题 2017A02] 设整数行列式 |A| = |aij |, 将 |A| 的某个元素加上 2 的整数倍, 其

余元素保持不变, 这种操作称为 “加 2 变换”. 例如, 将 a11 变为 a11 + 2m, 其中 m

为整数, |A| 的其余元素保持不变, 得到的新行列式记为 |B|. 将 |B| 的第一行拆分为

(a11, a12, · · · , a1n) + (2m, 0, · · · , 0), 则由拆分法可得 |B| = |A|+2mA11, 于是加 2 变换

得到的行列式 |B| 与原行列式 |A| 保持相同的奇偶性. 回到本题的证明. 由于 |A| 的主

对角元 aii 都为偶数, 故可利用加 2 变换将 aii 都变成 0; 又 |A| 关于主对角线的对称点

都满足 aij + aji 为偶数, 故 aji 与 −aij 有相同奇偶性, 于是可利用加 2 变换将 aji 都变

成 −aij ; 最后得到的行列式记为 |B|. 根据上述操作可知 |B| 为奇数阶反对称阵, 由高

代白皮书例 1.43 可得 |B| = 0, 又 |A| 与 |B| 有相同的奇偶性, 于是 |A| 必为偶数. 熟

悉有限域 F2 = Z/2Z = {0, 1} 的读者, 也可以用 “模 2 同余” 的方法来证明本题, 具体

细节可参考教学论文 [9]. 当然, 直接利用高代白皮书例 1.43 的证明过程来讨论也可以.

[问题 2017A03] 记 n 阶三对角行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 · · · 0 0

x 1 + x2 x · · · 0 0

0 x 1 + x2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 + x2 x

0 0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

则由高代白皮书例 1.14 可得 Dn = x2n + x2n−2 + · · ·+ x2 + 1. 将原行列式 |A| 的第一

列拆分为 (1 + x2, x, 0 · · · , 0)′ + (0, x2, 0, · · · , 0)′, 于是由拆分法可得

|A| = Dn − x3Dn−2 = x2n − x2n−1 + x2n−2 − x2n−3 + · · ·+ x4 − x3 + x2 + 1.

[问题 2017A04] 由 C = AB −BA 以及 AC = CA 可得

C2 = CAB −CBA = A(CB)− (CB)A,
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故由矩阵迹的性质可得 tr(C) = tr(C2) = 0. 设 C = (cij), 则有 tr(C) = c11 + c22 = 0

以及 tr(C2) = 2(c211 + c12c21) = 0. 若 c12 = c21 = 0, 则 c11 = c22 = 0, 于是 C = O, 结

论得证. 若 c12, c21 不全为零, 则由矩阵的转置不妨假设 c21 6= 0. 令 P =

c11 1

c21 0

, 则

|P | = −c21 6= 0, 即 P 为可逆阵. 经计算可知

CP =

c11 c12

c21 −c11

c11 1

c21 0

 =

0 c11

0 c21

 =

c11 1

c21 0

0 1

0 0

 = PN ,

其中 N =

0 1

0 0

 是二阶幂零 Jordan 块 (参考高代白皮书例 2.2), 即有 P−1CP =

N . 将条件改写为 (P−1AP )(P−1CP ) = (P−1CP )(P−1AP ), (P−1BP )(P−1CP ) =

(P−1CP )(P−1BP ),经过计算可得 P−1AP =

0 a

0 0

 = aN , P−1BP =

0 b

0 0

 =

bN , 于是

P−1CP = (P−1AP )(P−1BP )−(P−1BP )(P−1AP ) = (aN)(bN)−(bN)(aN) = O,

即 C = O, 这与 c21 6= 0 矛盾.

[问题 2017A05] (1) 考虑

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0n

a10 a11 · · · a1n
...

...
...

an0 an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

对任意给定的整数 x, 将 |A| 的第 i+ 1 列乘以 xi 加到第一列上 (1 ≤ i ≤ n), 由行列式

的性质可得

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f0(x) a01 · · · a0n

f1(x) a11 · · · a1n
...

...
...

fn(x) an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

因此, f0(x), f1(x), · · · , fn(x) 的最大公因数都要整除 |A|.
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(2) 我们先证明: 存在整数矩阵 B, 使得 AB = In+1 的充分必要条件是 |A| = ±1. 若

|A| = ±1, 则 A 在有理数域上的逆阵 A−1 =
1

|A|
A∗ 其实是一个整数矩阵, 这就是要找

的 B. 反之, 由 AB = In+1 取行列式可得 1 = |In+1| = |AB| = |A||B|, 又 |A|, |B| 都

是整数, 故只能是 |A| = ±1. 注意到矩阵 C 有如下的矩阵分解:

C = AV =


a00 a01 · · · a0n

a10 a11 · · · a1n
...

...
...

an0 an1 · · · ann




1 1 · · · 1

x0 x1 · · · xn

...
...

...

xn
0 xn

1 · · · xn
n

 ,

其中 Vandermonde 行列式 |V | =
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi), 故 |A| = ±1 的充分必要条件是存

在 n+ 1 不同的整数 x0, x1, · · · , xn, 使得 |C| = |AV | = |A||V | = ±
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi).

[问题 2017A06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html.

[问题 2017A07] 注意到 B′ = B, C ′ = −C, 故由 BC = O 转置可得 CB = O. 再

由 O = A2 = (B +C)2 = B2 +BC +CB +C2 = B2 +C2 可得 B2 = −C2, 于是

B4 = −B2C2 = −B(BC)C = O. 由于 B 为实对称阵, 故 B2(B2)′ = O, 从而由高代

白皮书例 2.9 可得 B2 = O, 这即为 BB′ = O, 于是 B = O. 另一方面可得 C2 = O,

从而 CC ′ = O, 再次由高代白皮书例 2.9 可得 C = O, 于是 A = B +C = O.

[问题 2017A08] ♯ 关系的自反性和对称性是显然的. 若 A ♯B, 则由行列式的性质和矩

阵迹的性质可知 |A| = |B|, tr(A) = tr(B), 即矩阵的行列式和迹是 ♯ 关系下的不变量.

我们先来证一个简单的引理.

引理 若 A,B ∈ Mn(K) 相似, 即存在非异阵 P , 使得 B = P−1AP , 则 A ♯B.

引理的证明 令 Q = P−1A, 则有 A = PQ, B = QP , 即 A ♯B.

下面按照 2 阶矩阵的行列式和迹, 把 M2(K) 分成三个互不相交的子集 S1, S2, S3, 分别

来证明 ♯ 关系的传递性.

(1)考虑子集 S1 = {A ∈ M2(K) | |A| 6= 0},即 2阶非异阵全体. 设 A,B ∈ S1 且 A ♯B,

则存在非异阵 P ,Q ∈ M2(K), 使得 A = PQ, B = QP , 故 B = P−1AP , 即 A,B 相

似. 因此由引理可知, S1 中的 ♯ 关系等价于相似关系, 从而满足传递性 (参考高代教材

命题 4.3.1).
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(2) 考虑子集 S2 = {A ∈ M2(K) | |A| = 0, tr(A) 6= 0}, 任取 A = (aij) ∈ S2, 则

a11a22 − a12a21 = 0 且 a11 + a22 6= 0. 以下不妨设 a21 6= 0 (a12 6= 0 情形的讨论完全类

似), 令 P =

 a22 a11

−a21 a21

, 则 |P | = a21(a11 + a22) 6= 0 且满足

AP =

a11 a12

a21 a22

 a22 a11

−a21 a21

 =

 a22 a11

−a21 a21

0 0

0 a11 + a22

 = PC,

即有 P−1AP = C = diag{0, tr(A)}. 同理任取 B ∈ S2, 存在非异阵 Q ∈ M2(K),

使得 Q−1BQ = diag{0, tr(B)}. 若此时 A ♯B, 则由 tr(A) = tr(B) 可得 P−1AP =

Q−1BQ, 于是 B = (PQ−1)−1A(PQ−1), 即 A,B 相似. 因此由引理可知, S2 中的 ♯关

系也等价于相似关系, 从而满足传递性.

(3) 考虑子集 S3 = {A ∈ M2(K) | |A| = tr(A) = 0}, 任取 A = (aij) ∈ S3, 则

a11a22 − a12a21 = 0 且 a11 + a22 = 0. 若 a12 = a21 = 0, 则 a11 = a22 = 0, 即 A = O.

若 a12, a21 不全为零, 则由 [问题 2017A04] 完全类似的讨论可知, 存在非异阵 P , 使得

P−1AP = N =

0 1

0 0

. 这就是说, S3 中除了零矩阵之外, 其余非零矩阵都相似于

N , 从而它们彼此之间相似. 令 Q =

1 0

0 0

, 则容易验证 (NP−1)(PQ) = NQ = O,

(PQ)(NP−1) = P (QN)P−1 = PNP−1 = A, 于是 A ♯O. 因此由引理可知, S3 中任

意两个矩阵都满足 ♯ 关系, 故其传递性是平凡的.

[问题 2017A09] ♯ 关系的自反性和对称性是显然的. 下面举例说明 ♯ 不满足传递性, 从

而不是等价关系. 令

J =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , A =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 B =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , C =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

则有如下的矩阵乘积:

J = AJ , B = JA, O = BC, B = CB,

于是 J ♯B, O ♯B. 用反证法, 若 ♯ 满足传递性, 则必有 J ♯O, 即存在 3 阶矩阵 P ,Q,

使得 J = PQ, O = QP . 由秩的基本不等式可知 2 = r(J) ≤ min{r(P ), r(Q)}, 从而
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r(P ) ≥ 2, r(Q) ≥ 2. 再由 Sylvester 不等式可得

0 = r(O) = r(QP ) ≥ r(Q) + r(P )− 3 ≥ 2 + 2− 3 = 1,

矛盾! 因此 ♯ 不满足传递性. 当 n ≥ 4 时, 可构造 n 阶分块对角阵, 其中的 3 阶分块即

为上述构造, 剩下的 n − 3 阶分块为单位阵 In−3. 读者不难验证这样的构造可以说明 ♯

不满足传递性.

[问题 2017A10] (1) 参考高代白皮书例 3.90.

(2) 由高代白皮书的例 3.63 可得

r(M) ≤ r

A
O

+ r

C
B

 ≤ r(A) + q, r(M) ≤ r(A --C) + r(O --B) ≤ m+ r(B),

再由上述两个不等式即得结论.

(3)由高代白皮书例 3.66的证明可知, Sylvester不等式等号成立当且仅当 r

B In

O A

 =

r(A) + r(B) 成立, 再由 (1) 可知, 这当且仅当存在矩阵 P ,Q, 使得 PA + BQ =

In 成立. 由高代白皮书例 3.69 的证明可知, Frobenius 不等式等号成立当且仅当

r

AB O

B BC

 = r(AB) + r(BC) 成立, 再由 (1) 可知, 这当且仅当存在矩阵 P ,Q, 使

得 PAB +BCQ = B 成立.

[问题 2017A11] 设 A = (α1,α2, · · · ,αn) 是 A 的列分块. 因为 r(A) = r, 故不妨设

αi1 ,αi2 , · · · ,αir 是 A 列向量的极大无关组, 其中 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n. 由高代白

皮书例 3.87 可知, A 的 r 阶主子式 A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 6= 0. 任取 A 的一个 r 阶主

子式 A

j1 j2 · · · jr

j1 j2 · · · jr

, 其中 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n, 设 (αj1 ,αj2 , · · · ,αjr) =

(αi1 ,αi2 , · · · ,αir)P , 其中 P 是 r 阶实矩阵. 对上式的矩阵乘法用两次 Cauchy-Binet

公式可得:

A

j1 j2 · · · jr

j1 j2 · · · jr

 = A

j1 j2 · · · jr

i1 i2 · · · ir

 |P |,

A

j1 j2 · · · jr

i1 i2 · · · ir

 = A

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 = A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 |P |,
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于是

A

j1 j2 · · · jr

j1 j2 · · · jr

 = A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 |P |2,

即 A 的所有 r 阶主子式或者等于零或者与非零主子式 A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 同号, 从

而
∑

1≤j1<···<jr≤n

A

j1 j2 · · · jr

j1 j2 · · · jr

 与 A

i1 i2 · · · ir

i1 i2 · · · ir

 同号, 故不等于零.

[问题 2017A12] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12272213.html 的推广 3.

[问题 2017A13] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html 的命题 7.

[问题 2017A14] (1) 和 (2) 参考高代白皮书例 4.22 及其注. (3) 由 (1) 即得.

[问题 2017A15] (1) 注意到 Kerφ 是 φ–不变子空间, 若 V 只有平凡的 φ–不变子空间,

则或者 Kerφ = 0 或者 Kerφ = V . 若 Kerφ = V , 则 φ = 0, 又 dimV ≥ 2, 故 V 必有

非平凡的 φ–不变子空间, 矛盾. 因此只能是 Kerφ = 0, 即 φ 是单射, 从而是自同构.

(2) 在等式 φψ = −ψφ 两边同取行列式可得

|φ||ψ| = |φψ| = | −ψφ| = (−1)2n+1|ψ||φ| = −|φ||ψ|,

于是 |φ||ψ| = 0, 从而或者 |φ| = 0 或者 |ψ| = 0. 不妨设 |φ| = 0, 于是 φ 不是自同构,

又 φ 6= 0, 故 Kerφ 是 V 的非平凡 φ–不变子空间. 对任意的 v ∈ Kerφ, 即 φ(v) = 0,

在等式 φψ + ψφ = 0 两边同时作用 v 可得 φ(ψ(v)) = 0, 即 ψ(v) ∈ Kerφ, 故 Kerφ

也是 ψ–不变子空间. 因此, V 既有非平凡的 φ–不变子空间 Kerφ, 也有非平凡的 ψ–不

变子空间 Kerφ.

(3) 设 V = K2, A =

0 −1

1 0

, B =

1 1

1 −1

, 则容易验证 AB +BA = O, 并且当

K = R 时, V 只有平凡的 φ–不变子空间; 当 K = Q 时, V 只有平凡的 φ–不变子空间以

及平凡的 ψ–不变子空间.

[问题 2017A16] 参考高代白皮书例 5.76.
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[问题 2018S01] (1) 设 A(x1, x2, · · · , xm) = (aij(x1, x2, · · · , xm)) 为 n 阶方阵, 其元素

aij(x1, x2, · · · , xm)都是数域 K上关于未定元 x1, x2, · · · , xm 的多项式. 设 g(x1, x2, · · · ,

xm), hi(x1, x2, · · · , xm) 6= 0 (1 ≤ i ≤ k) 都是数域 K 上关于未定元 x1, x2, · · · , xm 的多

项式,

U =
{
(a1, a2, · · · , am) ∈ Km | hi(a1, a2, · · · , am) 6= 0 (1 ≤ i ≤ k)

}
.

若对所有的 (a1, a2, · · · , am) ∈ U , 都成立

|A(a1, a2, · · · , am)| = g(a1, a2, · · · , am),

证明: |A(x1, x2, · · · , xm)| = g(x1, x2, · · · , xm) 恒成立 (作为多元多项式相等).

(2) 利用 (1) 给出高代教材 [1] 习题 1.5.4 的简单解法.

(3) 利用多元多项式环的整性给出高代教材 [1] 例 2.5.2 的严格证明.

[问题 2018S02] 设 Mn(K) 是数域 K 上 n 阶方阵全体构成的线性空间,

P =


0 · · · 0 1

0 · · · 1 0
...

...
...

1 · · · 0 0

 ,

Mn(K) 上的线性变换 η 定义为 η(X) = PX ′P . 试求 η 的全体特征值及其特征向量.

[问题 2018S03] 有限维线性空间上的线性变换至多只有有限个特征值. 试构造无限维

线性空间 V 上的线性变换 φ, 使得 φ 有无限个特征值.

[问题 2018S04] 设 A 为 n 阶复矩阵, α,β 为 n 维复列向量, B = Aαβ′. 试求矩阵 B

可对角化的充要条件.

[问题 2018S05] 设 C 为数域 K 上的 n 阶方阵, 证明:

(1) C 是幂零阵当且仅当 C 的特征值全为零;

(2) 若 r(C) = 1, 则 C 是幂零阵当且仅当 tr(C) = 0;

(3) 若 tr(C) = 0 且存在数域 K 上的 n 阶方阵 A, 使得 A 的特征多项式是 K 上的不可

约多项式, 以及 tr(CAi) = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1) 成立, 则必有 r(C) 6= 1.
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[问题 2018S06] 请用高代教材 [1] 第六章的方法证明以下问题:

(1) 设数域 K 上的 n 阶方阵 A 满足 Am = In, 其中 m 是正整数, 证明: A 在复数域上

可对角化;

(2) 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, 满足 φm = IV , 其中 m

是正整数. 设 W = {v ∈ V | φ(v) = v} 为 V 的子空间, 线性变换 ψ =
1

m

m−1∑
i=0

φi, 证明:

tr(ψ) = dimW.

[问题 2018S07] 设 A 为 n 阶复矩阵, 请用高代教材 [1] 第六章的方法证明:

(1) A 可对角化当且仅当 A 的极小多项式无重根;

(2) 若 A 满足 AA
′
= A

′
A, 则 A 可对角化.

[问题 2018S08] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, f(λ),m(λ)

分别是 φ 的特征多项式和极小多项式. 如果存在 V 的 φ–不变子空间 V1, V2, 使得

V = V1 ⊕ V2, dimV1 < dimV, dimV2 < dimV,

则称 V 是 φ–可分解的, 否则称 V 是 φ–不可分解的. 证明: V 是 φ–不可分解的充分必

要条件是 f(λ) = m(λ) = p(λ)k, 其中 p(λ) 是 K 上的首一不可约多项式, k ≥ 1.

[问题 2018S09] 设 V 是复数域上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, U 是 V 的

非零 φ–不变子空间. 设 λ0 是限制变换 φ|U 的特征值, 证明: φ|U 的属于特征值 λ0 的

Jordan 块的个数不超过 φ 的属于特征值 λ0 的 Jordan 块的个数. 特别地, 若 φ 的属于

特征值 λ0 的 Jordan 块只有 1 个, 那么 φ|U 的属于特征值 λ0 的 Jordan 块也只有 1 个.

[问题 2018S10] 设 A 是复循环矩阵, f(z) 是收敛半径为 +∞ 的复幂级数, 证明: f(A)

也是循环矩阵.

[问题 2018S11] 求下列实二次型的规范标准型:

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

|i− j|xixj .

[问题 2018S12] 设 α,β 为 n 维非零实列向量,

(1) 证明: α′β > 0 成立的充分必要条件是存在 n 阶正定实对称阵 A, 使得 α = Aβ;

(2) 判断下列结论是否正确, 并说明理由: α′β ≥ 0 成立的充分必要条件是存在 n 阶半

正定实对称阵 A, 使得 α = Aβ.



§ 1.9 17 级高等代数 II 每周一题 61

[问题 2018S13] 设 V 是实 (复) 线性空间, 若存在 V 上的实值函数 ‖ · ‖ : V → R, 使

得对任意的 α,β ∈ V , c ∈ R (C), 满足:

(i) 非负性: ‖α‖ ≥ 0, 等号成立当且仅当 α = 0;

(ii) 齐次性: ‖cα‖ = |c| · ‖α‖;

(iii) 三角不等式: ‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖,

则称 ‖ · ‖ 是 V 上的一个范数. 给定范数的实 (复) 线性空间称为赋范线性空间. 例如

在内积空间 V 中, 由内积 (−,−) 诱导的范数为 ‖α‖ = (α,α)
1
2 , 因此内积空间必为赋范

线性空间. 现设 (V, ‖ · ‖) 为赋范线性空间, 并且范数满足平行四边形法则, 即对任意的

α,β ∈ V , 满足

‖α+ β‖2 + ‖α− β‖2 = 2‖α‖2 + 2‖β‖2,

证明: 存在 V 上的一个内积 (−,−), 使得其诱导的范数即为 ‖ · ‖.

[问题 2018S14] 设 V 为 n 维欧氏空间, φ 是 V 上的非异线性变换. 证明: φ 保持向量

的夹角不变 (即对任意的非零向量 α,β, 它们之间的夹角等于 φ(α),φ(β) 之间的夹角)

当且仅当 φ 保持向量的正交性不变 (即对任意正交的向量 α,β, 它们的像 φ(α),φ(β)

也正交).

[问题 2018S15] 设 A,B 是乘法可交换的 n 阶实对称阵, 且 A,B,A +B 都可逆, 证

明:

(A+B)−1 6= A−1 +B−1.

[问题 2018S16] 设 A = (aij) 为 n 阶实对称阵, 满足 aij ≥ 0 (1 ≤ i, j ≤ n). 设

λ1, λ2, · · · , λn 为 A 的全体特征值, 证明: 存在某个特征值 λj = max
1≤i≤n

|λi|.

♣ ♣ ♣

§ 1.9 解答或提示

[问题 2018S01] 参考高代白皮书例 5.59.

[问题 2018S02] 参考高代白皮书例 6.14.

[问题 2018S03] 设 V 为实数域上无穷次可微函数构成的实线性空间, φ =
d

dx 为 V 上

的求导变换. 由于 d
dx(e

λx) = λeλx, 故任一实数 λ 都是 φ 的特征值, 从而 φ 有无限个

特征值.
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[问题 2018S04] 参考高代白皮书例 6.21 以及第 328 页的注.

[问题 2018S05] (1) 参考高代白皮书例 6.13. (2) 参考高代白皮书例 6.82 或例 7.48.

(3) 用反证法, 设 r(C) = 1, 则存在非零列向量 α,β ∈ Kn, 使得 C = αβ′. 由条件

tr(CAi) = 0, r(CAi) ≤ r(C) = 1 (0 ≤ i ≤ n − 1) 以及 (2) 的结论可知 CAi 都是幂零

阵, 于是 CAi 的特征值全为零. 注意到 CAiα = (αβ′)Aiα = α(β′Aiα) = (β′Aiα)α,

故 α 是 CAi 关于特征值 β′Aiα 的特征向量, 于是 β′Aiα = 0, 从而 CAiα = 0 (0 ≤

i ≤ n − 1). 由于 r(C) = 1, 故 Cx = 0 的解空间 VC 的维数等于 n − 1. 由上面

的推导可知, α,Aα, · · · ,An−1α 都属于 VC , 于是这 n 个列向量必线性相关, 即存在

不全为零的数 c0, c1, · · · , cn−1 ∈ K, 使得 c0α + c1Aα + · · · + cn−1A
n−1α = 0. 设

g(λ) = c0 + c1λ + · · · + cn−1λ
n−1, 则 g(A)α = 0. 又设 f(λ) = |λIn −A| 为 A 的特

征多项式, 则由假设 f(λ) 是 K 上的不可约多项式, 并且由 Cayley-Hamilton 定理可得

f(A) = O. 注意到 g(λ) 是次数小于 n 的非零多项式, f(λ) 是次数等于 n 的不可约多

项式, 故 (f(λ), g(λ)) = 1, 于是存在 u(λ), v(λ) ∈ K[λ], 使得 f(λ)u(λ) + g(λ)v(λ) = 1.

上式代入 λ = A, 并作用上 α 可得 α = u(A)f(A)α+ v(A)g(A)α = 0, 矛盾!

[问题 2018S06] (1) 参考高代白皮书例 6.66.

(2)任取 V 的一组基,设 φ在这组基下的表示矩阵为 A ∈ Mn(K),则 A满足 Am = In,

于是 dimW = dim Ker(φ − IV ) = n − r(A − In). 由 (1) 可知 A 复可对角化, 即存

在非异阵 P ∈ Mn(C), 使得 P−1AP = Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, 其中 A 的特征值

λi 也满足 λm
i = 1. 通过对换过渡矩阵 P 的列向量, 不妨假设 λ1 = · · · = λr = 1,

λj 6= 1 (r+1 ≤ j ≤ n), 于是 dimW = n− r(A− In) = n− r(Λ− In) = n− (n− r) = r.

注意到 ψ 的表示矩阵 B =
1

m

m−1∑
i=0

Ai, 故 B 的特征值为
1

m

m−1∑
i=0

λi
j (1 ≤ j ≤ n). 当

j > r 时, 由 λm
j = 1 且 λj 6= 1 可得 λm−1

j + · · ·+ λj + 1 = 0, 于是

tr(φ) = tr(B) =
n∑

j=1

(
1

m

m−1∑
i=0

λi
j

)
= r = dimW.

[问题 2018S07] (1) 参考高代白皮书例 6.66.

(2) 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6785447.html, 或教学论文 [22].

[问题 2018S08] 参考教学论文 [12] 的例 2.

[问题 2018S09] 利用线性无关特征向量的方法请参考高代白皮书例 7.45, 下面给出一
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个纯代数的证明. 取 U 的一组基并扩张为 V 的一组基, 则 φ 在这组基下的表示矩阵

为分块上三角阵 M =

A C

O B

, 其中 A 为 m = dimU 阶方阵, 于是 M − λ0In =A− λ0Im C

O B − λ0In−m

. 由 [问题 2017A10] (2)可得 r(M−λ0In) ≤ r(A−λ0Im)+

n−m, 于是特征值 λ0 关于M ,A 的几何重数之间满足不等式

tM (λ0) = n− r(M − λ0In) ≥ m− r(A− λ0Im) = tA(λ0),

再由特征值 λ0 的几何重数等于属于特征值 λ0 的 Jordan 块的个数即得结论. 由 [问题

2017A10] (2) 还可得 r(M − λ0In) ≤ r(B − λ0In−m) +m, 于是特征值 λ0 关于 M ,B

的几何重数之间满足不等式

tM (λ0) = n− r(M − λ0In) ≥ (n−m)− r(B − λ0In−m) = tB(λ0),

再由特征值 λ0 的几何重数等于属于特征值 λ0 的 Jordan 块的个数可得结论: 商空间

V /U 上的诱导变换 φ 的属于特征值 λ0 的 Jordan 块的个数不超过 φ 的属于特征值 λ0

的 Jordan 块的个数 (参考高代白皮书例 4.53).

[问题 2018S10] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html 的推论 6.

[问题 2018S11] 参考高代白皮书例 8.42 (2).

[问题 2018S12] (1) 参考高代白皮书例 8.51. (2) 不正确. 参考高代白皮书例 8.71.

[问题 2018S13] 我们只处理复赋范线性空间的情形, 实赋范线性空间的情形完全类似.

对任意的 α,β ∈ V , 定义 V 上的二元运算

(α,β) =
1

4
‖α+ β‖2 − 1

4
‖α− β‖2 + i

4
‖α+ iβ‖2 − i

4
‖α− iβ‖2,

我们只要证明 (−,−) 是复内积, 并且诱导的范数就是给定的范数 ‖ · ‖ 即可.

(1) 正定性 由定义以及范数的齐次性和非负性可知

(α,α) =
1

4
22‖α‖2 + i

4
|1 + i|2‖α‖2 − i

4
|1− i|2‖α‖2 = ‖α‖2 ≥ 0,

且等号成立当且仅当 α = 0.
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(2) 共轭对称性 由定义以及范数的齐次性可知

(β,α) =
1

4
‖β +α‖2 − 1

4
‖β −α‖2 − i

4
‖β + iα‖2 + i

4
‖β − iα‖2,

=
1

4
‖α+ β‖2 − 1

4
‖α− β‖2 + i

4
‖α+ iβ‖2 − i

4
‖α− iβ‖2 = (α,β).

引理 (i) (0,β) = 0; (ii) (iα,β) = i(α,β); (iii) (mα,β)+ (nα,β) = 2

(
m+ n

2
α,β

)
.

引理的证明 (i) 和 (ii) 由定义以及范数的齐次性即得. 下面证明 (iii) 对任意的复数

m,n 成立. 由定义可得

(mα,β) =
1

4
‖mα+ β‖2 − 1

4
‖mα− β‖2 + i

4
‖mα+ iβ‖2 − i

4
‖mα− iβ‖2,

(nα,β) =
1

4
‖nα+ β‖2 − 1

4
‖nα− β‖2 + i

4
‖nα+ iβ‖2 − i

4
‖nα− iβ‖2,

将上述两式相加, 再用平行四边形法则替代 (只写四个中的一个, 其余同理)

‖mα+ β‖2 + ‖nα+ β‖2 = 2‖m+ n

2
α+ β‖2 + 2‖m− n

2
α‖,

即得要证的等式. 特别地, 令 m = 2, n = 0, 则有 (2α,β) = 2(α,β) = (α, 2β).

(3) 第一变量保持加法 由定义以及上述引理可知

(α+ γ,β) =
1

4
‖α+ γ + β‖2 − 1

4
‖α+ γ − β‖2 + i

4
‖α+ γ + iβ‖2 − i

4
‖α+ γ − iβ‖2,

(α,β) = 2(α,
1

2
β) =

2

4
‖α+

1

2
β‖2 − 2

4
‖α− 1

2
β‖2 + 2i

4
‖α+

i
2
β‖2 − 2i

4
‖α− i

2
β‖2,

(γ,β) = 2(γ,
1

2
β) =

2

4
‖γ +

1

2
β‖2 − 2

4
‖γ − 1

2
β‖2 + 2i

4
‖γ +

i
2
β‖2 − 2i

4
‖γ − i

2
β‖2,

后两个等式相加, 再用平行四边形法替代即得 (α+ γ,β) = (α,β) + (γ,β).

(4) 第一变量保持数乘 先证明 (mα,β) = m(α,β) 对任意的正整数 m 成立. 对 m 进

行归纳, m = 1 时结论显然成立. 假设 < m 时结论成立, 则由引理 (iii) 及归纳假设可得

(mα,β)+(m−2)(α,β) = (mα,β)+((m−2)α,β) = 2((m−1)α,β) = 2(m−1)(α,β),

于是 (mα,β) = m(α,β)成立. 在引理 (iii)中令 n = −m,可得 (−mα,β) = −m(α,β),

结合引理 (i) 可知 (mα,β) = m(α,β) 对任意的整数 m 成立. 对非零整数 m, 上式中令

γ = mα, 则有 (
1

m
γ,β) =

1

m
(γ,β). 进一步, 对任意有理数 n

m
, ( n

m
α,β) =

n

m
(α,β).
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对任意的实数 c, 存在一列有理数 rn → c. 由范数的三角不等式以及齐次性可得∣∣∣‖cα+ β‖ − ‖rnα+ β‖
∣∣∣ ≤ ‖(c− rn)α‖ = |c− rn|‖α‖ → 0,

即 lim
n→∞

‖rnα+ β‖ = ‖cα+ β‖. 由此极限等式以及定义可得

lim
n→∞

(rnα,β) = lim
n→∞

rn(α,β) = c(α,β)

= lim
n→∞

(
1

4
‖rnα+ β‖2 − 1

4
‖rnα− β‖2 + i

4
‖rnα+ iβ‖2 − i

4
‖rnα− iβ‖2),

=
1

4
‖cα+ β‖2 − 1

4
‖cα− β‖2 + i

4
‖cα+ iβ‖2 − i

4
‖cα− iβ‖2 = (cα,β),

即 (cα,β) = c(α,β) 对任意的实数 c 成立. 最后, 对任意的复数 c+ di, 由引理 (ii) 可得

(
(c+ di)α,β

)
= (cα,β) + (diα,β) = c(α,β) + di(α,β) = (c+ di)(α,β).

综上所述, (−,−) 是 V 上的复内积, 并且在正定性的证明中, 已经看到 (−,−) 诱导的范

数就是给定的范数 ‖ · ‖.

[问题 2018S14] 参考高代白皮书第 9 章解答题 17.

[问题 2018S15] 因为 A,B 是乘法可交换的实对称阵, 故由高代白皮书例 9.124 可知

A,B 可同时正交对角化, 即存在正交阵 P , 使得

P ′AP = ΛA = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, P ′BP = ΛB = diag{µ1, µ2, · · · , µn},

其中特征值 λi, µi 为非零实数且 λi + µi 6= 0 (1 ≤ i ≤ n). 根据上述化简, 要证明结

论成立, 只要证明 (ΛA + ΛB)−1 6= Λ−1
A + Λ−1

B 成立, 这等价于证明 (λi + µi)
−1 6=

λ−1
i + µ−1

i (1 ≤ i ≤ n) 成立, 而这由 λ2
i + λiµi + µ2

i = (λi +
1

2
µi)

2 +
3

4
µ2
i > 0 即得.

[问题 2018S16] 参考高代白皮书例 9.58.



66 第一章 复旦大学高等代数每周一题

§ 1.10 18 级高等代数 I 每周一题

[问题 2018A01] 计算下列 n+ 1 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1

1 a1 a2 · · · an

−2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

(−1)n−1n an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2018A02] 设 λ1, λ2, · · · , λn 为 n 个复数, 满足:

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = r,

λ2
1 + λ2

2 + · · ·+ λ2
n = r,

· · · · · · · · · · · ·

λn
1 + λn

2 + · · ·+ λn
n = r,

λn+1
1 + λn+1

2 + · · ·+ λn+1
n = r,

其中 r ∈ [0, n] 为整数. 请用 Vandermonde 行列式和 Cramer 法则证明: λ1, λ2, · · · , λn

中有 r 个 1, n− r 个 0.

[问题 2018A03] 设 A = (aij) 为 n 阶方阵, b 为常数, 方阵 B = (aij + b), 即 B 的每

个元素都是 A 中对应元素加上 b.

(1) 证明: A 的所有代数余子式之和等于 B 的所有代数余子式之和;

(2) 进一步假设 A 是偶数阶反对称阵, 证明: |A| = |B|.

[问题 2018A04] 计算下列 n 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0 · · · 0 0

n− 1 x 2 0 · · · 0 0

0 n− 2 x 3 · · · 0 0

0 0 n− 3 x · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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[问题 2018A05] 设 α 6= 0,β 为 n 维实列向量, 试构造 n 阶方阵 A, 满足以下两个条

件：

(1) Aα = β;

(2) 对任一满足 α′γ = 0 的 n 维列向量 γ, 均有 Aγ = γ.

[问题 2018A06] 试求下列 n (n ≥ 2) 阶矩阵 A = (aij) 的秩, 其中:

(1) aij = cos(αi − βj) (参考高代教材 [1] 第二章复习题 37);

(2) aij = 1 + xiyj (参考高代教材 [1] 习题 2.7.1).

[问题 2018A07] 设 V1, · · · , Vm,W 都是线性空间 V 的子空间, 满足

W ⊆ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm.

证明: 存在某个 1 ≤ i ≤ m, 使得 W ⊆ Vi.

[问题 2018A08] 设 A,B 分别为 m × n 和 n × m 矩阵, C 为 n 阶非异阵, 满足

A(C +BA) = O. 证明: 线性方程组 Ax = 0 的通解为 (C +BA)α, 其中 α 为任意的

n 维列向量.

[问题 2018A09] 设 S 是线性空间 V 中的向量族, 并且至少包含一个非零向量. 证明:

S 存在极大无关组的充分必要条件是 S 张成的子空间 L(S) 是 V 的有限维子空间.

[问题 2018A10]设 V, U 分别是数域 K上的 n,m维线性空间, φ,ψ : V → U 是两个线

性映射, 证明: Imφ ⊆ Imψ 的充分必要条件是存在 V 上的线性变换 ξ, 使得 φ = ψξ.

[问题 2018A11] (1) 请用相抵标准型理论证明: 若 A 为 n 阶幂等阵, 即 A2 = A, 则

tr(A) = r(A).

(2) 设 φ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, 满足 φm = IV (m ≥ 2), W = Ker(IV −φ).

证明: 线性变换 1

m

m−1∑
i=0

φi 的迹等于 dimW .

[问题 2018A12] 设循环矩阵

A =



a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1


,
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证明: 伴随阵 A∗ 也是循环矩阵.

[问题 2018A13] 设复系数多项式 f(x), g(x) 互素, 证明: f(x)2 + g(x)2 的重根必为

f ′(x)2 + g′(x)2 的根.

[问题 2018A14] 设 p 为奇素数, 证明: 多项式 f(x) = (p− 1)xp−2 + (p− 2)xp−3 + · · ·+

2x+ 1 在有理数域上不可约.

♣ ♣ ♣

§ 1.10 解答或提示

[问题 2018A01] 关于 x, a1, a2, · · · , an 的 Vandermonde 行列式

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x a1 a2 · · · an

x2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

xn an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)
n∏

k=1

(ak − x),

于是

f ′(x) = −
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)
n∑

k=1

(a1 − x) · · · (ak−1 − x)(ak+1 − x) · · · (an − x).

再由行列式的求导公式 (高代白皮书例 1.21) 可得

|A| = f ′(−1) = −
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)

n∑
k=1

(a1 + 1) · · · (ak−1 + 1)(ak+1 + 1) · · · (an + 1).

[问题 2018A02] 令 λn+1 = 1, 则可将原方程组整理为

λ1 + λ2 + · · ·+ λn − rλn+1 = 0,

λ2
1 + λ2

2 + · · ·+ λ2
n − rλ2

n+1 = 0,

· · · · · · · · · · · ·

λn
1 + λn

2 + · · ·+ λn
n − rλn

n+1 = 0,

λn+1
1 + λn+1

2 + · · ·+ λn+1
n − rλn+1

n+1 = 0.

(1.10.1)

用反证法证明结论. 若 λ1, λ2, · · · , λn 并非是 r 个 1, n − r 个 0, 则可在上述各方程中,

去掉取值为零的 λi; 再将取值相同的非零 λi 进行合并, 重数作为 λj
i 前面的系数; 最后
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得到的方程组中 λi 的取值都非零且互不相同. 我们来看一种极端的情况, 就是原方程组

(1.10.1) 中 λi 的取值都非零且互不相同 (读者会发现在这种情况下, n + 1 次幂的方程

是必要的). 此时, 下列齐次线性方程组有非零解 x1 = x2 = · · · = xn = 1, xn+1 = −r:

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn + λn+1xn+1 = 0,

λ2
1x1 + λ2

2x2 + · · ·+ λ2
nxn + λ2

n+1xn+1 = 0,

· · · · · · · · · · · ·

λn
1x1 + λn

2x2 + · · ·+ λn
nxn + λn

n+1xn+1 = 0,

λn+1
1 x1 + λn+1

2 x2 + · · ·+ λn+1
n xn + λn+1

n+1xn+1 = 0.

(1.10.2)

注意到方程组 (1.10.2) 的系数行列式等于
∏

1≤i<j≤n+1

(λj − λi)
n+1∏
k=1

λk 6= 0, 故由 Cramer

法则可知方程组 (1.10.2)只有零解, 矛盾. 其余情况可完全类似地讨论, 那时只需要小于

等于 n 次幂的方程即可. 另外, 也可用高代 II 中的 Newton 公式给出一个简洁的证明.

[问题 2018A03] (1) 若 b = 0, 则 A = B, 结论显然成立. 下设 b 6= 0, 沿用高代白皮书

例 1.22 的记号并由其结论可知,

|B| = |A(b)| = |A|+ b
n∑

i,j=1

Aij , |A| = |B(−b)| = |B| − b
n∑

i,j=1

Bij ,

其中 Aij , Bij 分别是 A,B 的代数余子式, 由上述两式即得
n∑

i,j=1

Aij =
n∑

i,j=1

Bij .

(2) 由高代白皮书例 1.22 可知 |B| = |A(b)| = |A| + b
n∑

i,j=1

Aij . 由于 A 是偶数阶反对

称阵, 故 Aii 是奇数阶反对称行列式, 由高代白皮书例 1.43 可知 Aii = 0 (1 ≤ i ≤ n).

对任意的 1 ≤ i < j ≤ n, Aij 的第 (k, l) 元素是 Aji 的第 (l, k) 元素的相反数, 故

Aij = (−1)n−1Aji = −Aji. 于是
n∑

i,j=1

Aij =
n∑

i=1

Aii +
∑

1≤i<j≤n

(Aij + Aji) = 0, 从而

|B| = |A|.

[问题 2018A04] 注意到 |A| 的主对角元全为 x, 故记为 Dn(x), 我们来求递推关系式.

第一步将第 i 列乘以 −1 加到第 i− 1 列上 (i = 2, · · · , n); 第二步将第 i− 1 行加到第 i

行上 (i = 2, · · · , n); 第三步是所得行列式按第 n 行进行展开:
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Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 1 1 0 · · · 0 0

−x+ n− 1 x− 2 2 · · · 0 0

2− n −x+ n− 2 x− 3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x− n+ 1 n− 1

0 0 0 · · · −x+ 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 1 1 0 · · · 0 0

n− 2 x− 1 2 · · · 0 0

0 n− 3 x− 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x− 1 n− 1

0 0 0 · · · 0 x+ n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x+ n− 1)Dn−1(x− 1).

由此可得递推关系式 Dn(x) = (x+n−1)Dn−1(x−1). 注意到 D1(x−n+1) = x−n+1,

故不断递推下去可得 |A| = Dn(x) = (x+ n− 1)(x+ n− 3) · · · (x− n+ 1). 若设

P =



1

−1 1

−1
. . .

. . .
. . .

−1 1


, 则 P−1 =



1

1 1

1 1
. . .

...
...

. . .
. . .

1 1 · · · 1 1


,

于是上述一系列的初等变换等价于相似变换 A 7→ P−1AP .

[问题 2018A05] 令 A =
βα′

α′α
− αα′

α′α
+ In, 不难验证 A 满足题目条件.

[问题 2018A06] 由高代白皮书例 2.58 和例 2.52 可知, (1) 和 (2) 中的 A 都可以分

解为 A = BC, 其中 B 是 n × 2 矩阵, C 是 2 × n 矩阵, 于是 r(B) ≤ 2, r(C) ≤ 2,

r(A) ≤ min{r(B), r(C)} ≤ 2. 分情况讨论如下:
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(i) 若 A = O, 则 r(A) = 0.

(ii) 若 A 6= O, 且 r(B) = 1 或 r(C) = 1, 则 1 ≤ r(A) ≤ min{r(B), r(C)} = 1, 于是

r(A) = 1.

(iii) 若 r(B) = 2 且 r(C) = 2, 则由 Sylvester 不等式可得 r(A) ≥ r(B) + r(C)− 2 = 2,

于是 r(A) = 2.

(1) 和 (2) 中的情况分类, 请读者按照上述方式自行写出具体的细节.

[问题 2018A07] 由假设可知

W = W ∩ (V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm) = (W ∩ V1) ∪ (W ∩ V2) · · · (W ∩ Vm),

再由高代白皮书例 3.54 可知, 存在某个 1 ≤ i ≤ m, 使得 W = W ∩ Vi, 即 W ⊆ Vi.

[问题 2018A08] 设矩阵 C +BA 的列向量张成的子空间为 U ⊆ Kn, 齐次线性方程组

Ax = 0 的解空间为 VA ⊆ Kn, 则由 A(C + BA) = O 可知 U ⊆ VA. 设 r(A) = r,

则 dimVA = n − r(A) = n − r, 于是 dimU ≤ n − r. 另一方面, 由矩阵秩的基本

不等式可得 dimU = r(C + BA) ≥ r(C) − r(BA) ≥ r(C) − r(A) = n − r, 于是

dimU = n − r = dimVA, 从而 VA = U , 即 Ax = 0 的任一解都是 C +BA 列向量的

线性组合. 因此, Ax = 0 的通解为 (C +BA)α, 其中 α ∈ Kn.

[问题 2018A09]先证必要性. 若 S 存在极大无关组 α1,α2, · · · ,αr,则 {α1,α2, · · ·,αr}

是 L(S) = L(α1,α2, · · · ,αr) 的一组基, 从而 dimL(S) = r < ∞. 再证充分性. 若

dimL(S) = r < ∞, 则不妨设 {e1, e2, · · · , er} 是 L(S) 的一组基. 设 ei = ci1αi1 +

ci2αi2 + · · · + cini
αini

, 其中 cij ∈ K, αij ∈ S (1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni). 令 S1 = {αij |

1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni} ⊆ S, 则由线性组合的传递性可知 L(S) = L(S1). 注意到 S 至

少包含一个非零向量, 故 S1 也至少包含一个非零向量, 于是由高代教材命题 3.5.1 可知,

向量组 S1 一定存在极大无关组 α1,α2, · · · ,αr, 容易验证这也是 S 的极大无关组.

注 我们可以利用选择公理或 Zorn 引理证明: 任一向量族都存在极大无关族, 以及任

一线性空间都存在基, 其中只包含零向量的向量族的极大无关族以及零空间的基都约定

为空集, 秩以及维数都约定为 0.

[问题 2018A10] 参考高代白皮书例 4.7.

[问题 2018A11] (1) 参考高代白皮书例 3.95 的推论.

(2)设 ψ =
1

m

m−1∑
i=0

φi,则由 φm = IV 可知 (IV −φ)ψ = 0,于是 Imψ ⊆ Ker(IV −φ) =
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W . 反之, 任取 w ∈ W , 即 φ(w) = w, 则 ψ(w) =
1

m

m−1∑
i=0

φi(w) = w ∈ Imψ, 于

是 W ⊆ Imψ, 从而 W = Imψ. 另一方面, 由 (IV − φ)ψ = 0 可得 φψ = ψ, 从而

φiψ = ψ, 于是 ψ2 =
1

m

m−1∑
i=0

φiψ =
1

m

m−1∑
i=0

ψ = ψ, 即 ψ 是幂等线性变换. 再由 (1) 可

得 tr(ψ) = r(ψ) = dim Imψ = dimW .

[问题 2018A12] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html 的推论 3.

[问题 2018A13] 设 x = a 是 f(x)2 + g(x)2 = (f(x) + ig(x))(f(x) − ig(x)) 的重根, 先

断言: x = a 不是 f(x) + ig(x) 和 f(x) − ig(x) 的公共根. 用反证法, 若 x = a 是公共

根, 则有 f(a) + ig(a) = f(a)− ig(a) = 0, 于是 f(a) = g(a) = 0, 即 x = a 必为 f(x) 和

g(x) 的公共根, 这与 f(x), g(x) 互素相矛盾. 因此, x = a 或者是 f(x) + ig(x) 的重根,

或者是 f(x) − ig(x) 的重根. 不妨设 x = a 是 f(x) + ig(x) 的重根, 则 f(a) + ig(a) =

f ′(a) + ig′(a) = 0, 于是 f ′(a)2 + g′(a)2 = (f(a) + ig(a))(f(a)− ig(a)) = 0, 即 x = a 是

f ′(x)2 + g′(x)2 的根.

[问题 2018A14] 注意到

f(x) = (xp−1 + xp−2 + · · ·+ x2 + x+ 1)′ =
d

dx

(
xp − 1

x− 1

)
.

令 x = y + 1, 则有

f(x) = g(y) =
d
dy

(
(y + 1)p − 1

y

)
= (yp−1 + C1

py
p−2 + · · ·+ Cp−3

p y2 + Cp−2
p y + Cp−1

p )′

= (p− 1)yp−2 + (p− 2)C1
py

p−3 + · · ·+ 2Cp−3
p y + Cp−2

p .

由关于奇素数 p 的 Eisenstein 判别法可知 g(y) 在有理数域上不可约, 从而 f(x) 也在有

理数域上不可约.
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§ 1.11 18 级高等代数 II 每周一题

[问题 2019S01] 设 A 为 n 阶复方阵, 满足 (A′)m = Ak, 其中 m, k 是互异的正整数.

证明: A 的特征值为 0 或单位根.

[问题 2019S02] 设 V 为二维实线性空间, φ,ψ 是 V 上两个非零线性变换, 满足 φψ +

ψφ = 0. 证明: 若 V 只有平凡的 φ–不变子空间, 则 V 必有非平凡的 ψ–不变子空间.

[问题 2019S03] 设 n (n ≥ 2) 阶方阵

A =



0 a a · · · a a

b 0 a · · · a a

b b 0 · · · a a

b b b · · · 0 a

b b b · · · b 0


,

其中 a, b 是复数, 试求 A 可对角化的充分必要条件.

[问题 2019S04] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足: A2 − 2AB +B2 = O.

(1) 若 n = 2, 证明: AB = BA;

(2) 若 n ≥ 3, 举例说明: AB = BA 不一定成立.

[问题 2019S05] 设 A 为数域 K 上的 n 阶方阵或具有相同行列分块方式的分块矩阵.

(1) 证明: 以下三种变换都是相似变换, 称为相似初等变换:

(1.1) 对换 A 的第 i 行与第 j 行, 再对换第 i 列与第 j 列;

(1.2) A 的第 i 行乘以非零常数 c ∈ K, 第 i 列乘以 c−1;

(1.3) A 的第 i 行乘以常数 c ∈ K 加到第 j 行上, 第 j 列乘以 −c 加到第 i 列上.

(2) 证明: 任一相似变换都是若干次相似初等变换的复合.

(3) 证明: 以下三种变换都是相似变换, 称为相似分块初等变换:

(3.1) 对换 A 的第 i 分块行与第 j 分块行, 再对换第 i 分块列与第 j 分块列;

(3.2) A 的第 i 分块行左乘非异阵M , 第 i 分块列右乘M−1;

(3.3) A 的第 i 分块行左乘矩阵M 加到第 j 分块行上, 第 j 分块列右乘 −M 加到第 i

分块列上.

[问题 2019S06]设 A ∈ Mn(K), B ∈ Mn×m(K),分块阵 (B,AB, · · · ,An−2B,An−1B)
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的秩为 r. 证明: 存在可逆阵 P ∈ Mn(K), 使得

P−1AP =

A11 A12

O A22

 , P−1B =

B1

O

 ,

其中 A11 ∈ Mr(K), B1 ∈ Mr×m(K).

[问题 2019S07] 设 A,B,C 是 n 阶复矩阵, 满足: C = AB − BA, AC = CA,

BC = CB.

(1) 请用 Jordan 标准型理论证明: C 的特征值全为零;

(2) 设 mA(λ),mB(λ) 分别是 A,B 的极小多项式, k = min{degmA(λ), degmB(λ), n−

1}, 证明: Ck = O.

[问题 2019S08] 设 n 阶复矩阵 A 满足: 对任意的正整数 k, tr(Ak) = r(A). 证明: 对

任意的正整数 k, A 与 Ak 都相似.

[问题 2019S09] 设 A 为 n 阶复方阵, θ0 是 cosx = x 在 (0,
π

2
) 中的唯一解. 证明: 若

A 的特征值全为 θ0, 则 A 相似于 cosA.

[问题 2019S10] 设 A = (aij) 为 n 阶实对称阵, 证明: A 为半正定阵的充分必要条件

是对任意的 n 阶半正定实对称阵 B = (bij), 都有
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbij ≥ 0 成立.

[问题 2019S11]设 a1, a2, · · · , an是 n个互异的正实数, t为正实数, n阶方阵A = (aij),

其中 aij = (ai + aj)
−t, 证明: A 为正定阵.

[问题 2019S12] 设 V 为区间 [−1, 1] 上由次数不超过 3 的实系数多项式构成的实线性

空间, V 上的内积定义为

(f, g) =
∫+1

−1
f(x)g(x)dx,

试求

min
f(x)∈V

∫+1

−1
(ex − f(x))2dx.

[问题 2019S13] 设 A,B,C 为 n 阶实对称阵, 请用实对称阵的正交相似标准型理论证

明:

tr
(
(ABC)2

)
≤ tr(A2BC2B),

并求等号成立的充分必要条件.
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[问题 2019S14] 设 A,B 为 n 阶正定实对称阵, 证明:

2n+1

|A+B|
≤ 1

|A|
+

1

|B|
,

且等号成立的充分必要条件为 A = B.

[问题 2019S15] 设 V 是 n 维欧氏空间, 向量组 {α1,α2, · · · ,αm} 满足如下条件: 若存

在非负实数 λ1, λ2, · · · , λm, 使得 λ1α1 + λ2α2 + · · · + λmαm = 0, 则必有 λ1 = λ2 =

· · · = λm = 0. 证明: 必存在向量 α ∈ V , 使得 (α,αi) > 0 (1 ≤ i ≤ m).

♣ ♣ ♣

§ 1.11 解答或提示

[问题 2019S01] 参考高代白皮书第 6 章解答题 5.

[问题 2019S02] 先证明: 二维实线性空间 V 上的线性变换 φ 有非平凡的不变子空间

当且仅当 φ 有实特征值. 事实上, φ 有非平凡的不变子空间, 即存在一维子空间 L(e1),

使得 φ(e1) ∈ L(e1), 这即当且仅当存在 λ1 ∈ R, 使得 φ(e1) = λ1e1, 这也当且仅当

φ 有实特征值 λ1. 回到本题的条件: φ 只有平凡的不变子空间, 于是 φ 没有实特征

值. 任取 V 中非零向量 e1, 则 e1,φ(e1) 必线性无关, 否则由高代白皮书例 3.8 可知,

存在实数 λ1, 使得 φ(e1) = λ1e1, 矛盾. 令 e2 = φ(e1), 则 {e1, e2} 是 V 的一组基.

设 φ(e2) = a1e1 + a2e2, 则 φ 在这组基下的表示矩阵为 A =

0 a1

1 a2

, 其特征多项

式 f(λ) = |λI2 − A| = λ2 − a2λ − a1 没有实根, 从而判别式 a22 + 4a1 < 0, 特别地,

a1 < 0. 设 ψ(e1) = b1e1 + b2e2, 则 ψ(e2) = ψφ(e1) = −φψ(e1) = −φ(b1e1 + b2e2) =

−b1e2 − b2(a1e1 + a2e2) = −a1b2e1 − (a2b2 + b1)e2, 于是 ψ 在这组基下的表示矩阵

为 B =

b1 −a1b2

b2 −(a2b2 + b1)

. 由 φψ + ψφ = 0 可知 AB + BA = O, 经计算可得

a1a2b2 = a2(a2b2 + b1) = 0. 又 a1 < 0, 故 a2b1 = a2b2 = 0, 此时 ψ 的特征多项式

g(λ) = |λI2 −B| = λ2 − (b21 − a1b
2
2). 注意到 b21 − a1b

2
2 ≥ 0, 故 ψ 有实特征值, 于是 ψ

有非平凡的不变子空间.

注 利用有理标准型可直接得到 φ 在一组基下的表示矩阵为 A =

0 a1

1 a2

. 也可
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利用高代白皮书例 9.87 得到 φ 在一组基下的表示矩阵为 C =

 a b

−b a

, 再利用

φψ + ψφ = 0 得到 ψ 的表示矩阵满足的条件, 具体细节留给读者完成. 若本题不是在

实数域上, 而是在有理数域上, 则结论不成立, 具体例子可参考 [问题 2017A15] (3).

[问题 2019S03] 参考高代白皮书例 6.6 以及第 328 页的注.

[问题 2019S04] 由 A2 − 2AB + B2 = O 经整理可得 (A − B)2 = AB − BA =

(A −B)B −B(A −B). 令 C = A −B, 则 C2 = CB −BC. 由高代白皮书例 6.32

及其注可知 C2 是幂零阵, 从而 C 也是幂零阵.

(1) 若 n = 2, 则 O = C2 = AB −BA, 即有 AB = BA.

(2)若 n ≥ 3,则令 A = E23, B = E12,则 A2−2AB+B2 = E2
23−2E23E12+E

2
12 = O.

此时, AB = O, BA = E13, 两者不相等.

[问题 2019S05] 参考高代教材习题 4.3.10, 习题 4.3.11, 习题 4.3.12 及其解答.

[问题 2019S06] 参考高代白皮书例 6.96.

[问题 2019S07] 参考教学论文 [21] 的例 1 和命题 1.

[问题 2019S08] 设 A 的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, 则 Ak 的全体特征值为 λk
1 , λ

k
2 ,

· · · , λk
n,于是 tr(Ak) = sk = λk

1+λk
2+ · · ·+λk

n = r(A) = r (k ≥ 1). 根据 [问题 2018A02]

或 Newton 公式经计算可得 λ1 = · · · = λr = 1, λr+1 = · · · = λn = 0. 若在 A 的 Jordan

标准型中, 存在特征值 0 的阶数大于 1 的 Jordan 块, 则 r(A) > r, 这与假设矛盾. 因此,

A 的 Jordan 标准型为 J = diag{Jr1(1), · · · ,Jrk(1), 0, · · · , 0}, 由高代白皮书例 7.54 可

知 Ak 的 Jordan 标准型也为 J , 于是 A 与 Ak (k ≥ 1) 都相似. 最后的结论也可直接由

[问题 2014S09] 得到.

[问题 2019S09] 参考高代白皮书第 7 章解答题 14.

[问题 2019S10] 参考高代白皮书例 8.29 (2).

[问题 2019S11] 设 V = C[0,+∞) 为 [0,+∞) 区间上连续函数全体构成的实线性空间,

对任意的 f(x), g(x) ∈ V , 定义

(f(x), g(x)) =

∫+∞

0
f(x)g(x)xt−1dx∫+∞

0
e−xxt−1dx

.

容易验证上述 (−,−) 满足对称性, 第一变量的线性以及正定性, 故 (−,−) 成为 V 上的
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内积, V 成为欧氏空间. 由高代白皮书第 3 章解答题 2 可知, e−a1x, e−a2x, · · · , e−anx 是

V 中 n 个线性无关的向量. 设 gij = (e−aix, e−ajx), 则由高代白皮书例 9.5 可知, 它们的

Gram 矩阵 G = (gij) 必为正定实对称阵. 经如下计算, 其中第二步是用 u = (ai + aj)x

进行变量代换, 可得:

gij =

∫+∞

0
e−(ai+aj)xxt−1dx∫+∞

0
e−xxt−1dx

=
(ai + aj)

−t
∫+∞

0
e−uut−1du∫+∞

0
e−xxt−1dx

= (ai + aj)
−t,

于是结论得证.

[问题 2019S12] 参考高代白皮书例 9.12.

[问题 2019S13]设 P 为正交阵,使得 P ′AP = diag{λ1, λ2, · · · , λn}为正交相似标准型.

考虑到问题的条件和结论在同时正交相似变换 A 7→ P ′AP , B 7→ P ′BP , C 7→ P ′CP

下不改变, 故不妨从一开始就假设 A = diag{λ1, λ2, · · · , λn} 为对角阵. 设 BC = (bij),

则 ABC = (λibij), 于是

tr
(
(ABC)2

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(λibij)(λjbji) =
n∑

i=1

λ2
i b

2
ii + 2

∑
1≤i<j≤n

λiλjbijbji.

又 BC2B = (BC)(BC)′ = (
n∑

k=1

bikbjk), 故 A2BC2B = (λ2
i

n∑
k=1

bikbjk), 于是

tr(A2BC2B) =
n∑

i=1

n∑
k=1

λ2
i b

2
ik =

n∑
i=1

λ2
i b

2
ii +

∑
1≤i<j≤n

(λ2
i b

2
ij + λ2

jb
2
ji).

因此

tr(A2BC2B)− tr
(
(ABC)2

)
=

∑
1≤i<j≤n

(λibij − λjbji)
2 ≥ 0,

等号成立当且仅当 λibij = λjbji (1 ≤ i < j ≤ n), 这当且仅当 λibij = λjbji (1 ≤ i, j ≤

n), 这也当且仅当 ABC = CBA = (ABC)′, 即当且仅当 ABC 为对称阵. 另外, 也可

利用高代白皮书例 2.49 给出一个简洁的证明.

[问题 2019S14] 参考高代白皮书第 9 章解答题 14.

[问题 2019S15] 不妨设 L(α1,α2, · · · ,αm) = V , 并由保积同构不妨设 V = Rn (取标

准内积). 设

C = C(α1,α2, · · · ,αm) = {a1α1 + a2α2 + · · ·+ amαm | ai ≥ 0 (1 ≤ i ≤ m)}
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是由列向量 α1,α2, · · · ,αm 张成的锥, 则由条件可知, C 是 Rn 中以原点为锥点的凸多

面体锥,即 C 不包含 Rn 中任一超平面. 任取凸多面体锥 C 的一个面 F ,这是一个 n−1

维的凸多面体锥,不妨设 F 由 α1, · · · ,αn−1 张成 (注: F = C(α1, · · · ,αn−1)是 C 的一

个面的定义是: 整个 C 在超平面 H = L(α1, · · · ,αn−1)的一侧,并且 C∩H = F ). 对超

平面 H 而言, 存在法向量 β, 使得 (β,αi) = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1), (β,αj) > 0 (n ≤ j ≤ m)

(事实上, β 是线性方程组 (α1, · · · ,αn−1)
′x = 0 的一个基础解系). 对凸多面体锥 C 的

维数 n 进行归纳. n = 1 时结论显然成立, 设维数小于 n 时结论成立, 现证 n 维的情形.

由于 F = C(α1, · · · ,αn−1) 是一个 n− 1 维凸多面体锥, 故由归纳假设, 存在 γ ∈ H, 使

得 (γ,αi) > 0 (1 ≤ i ≤ n− 1). 令 α = β + tγ, 其中 t 是充分小的正实数, 则 α 必满足:

(α,αi) = t(γ,αi) > 0 (1 ≤ i ≤ n− 1), (α,αj) = (β,αj) + t(γ,αj) > 0 (n ≤ j ≤ m).

因此, 上述 α 就是要求的向量.
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§ 1.12 19 级高等代数 I 每周一题

[问题 2019A01] 请用高代教材第一章中的方法求出下列 n 阶行列式的值:

(1) |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2a1 a1 + a2 · · · a1 + an

a2 + a1 2a2 · · · a2 + an
...

...
...

an + a1 an + a2 · · · 2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2) |B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an
...

...
...

an + a1 an + a2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2019A02] 设 2019 阶行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · x2018

1

1 x2 x2
2 · · · x2018

2

...
...

...
...

1 x2019 x2
2019 · · · x2018

2019

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

设 |A| 的代数余子式分别为 Aij (1 ≤ i, j ≤ 2019), 试求
2019∑
i,j=1

(x2019
i + j70)Aij .

[问题 2019A03] 有限集合 T 到自身上的一个双射 (即既单又满的映射) 称为 T 上的

一个置换 (Permutation), 集合 S = {1, 2, · · · , n} 的全体置换构成的集合记为 Sn. 对

任一 σ ∈ Sn, (σ(1), σ(2), · · · , σ(n)) 是 S 的一个全排列; 反之, 对 S 的任一全排列

(k1, k2, · · · , kn), 定义 σ(i) = ki (1 ≤ i ≤ n), 则 σ 是 S 的一个置换. 因此, 我们可以把 S

的置换和全排列等同起来.

设 σ, τ ∈ Sn, τ 与 σ 的乘积 τσ 定义为映射的复合: τσ(i) = τ(σ(i)) (1 ≤ i ≤ n), 容易验

证 τσ ∈ Sn 且乘法满足结合律. 设 e : S → S 为恒等映射, 即 e(i) = i (1 ≤ i ≤ n), 则

e ∈ Sn. 因为 σ : S → S 是双射, 故其逆映射 σ−1 : S → S 也是双射, 即 σ−1 ∈ Sn, 并且

满足 σ−1σ = σσ−1 = e (以上事实说明: n 阶置换全体 Sn 构成一个群, 称为 n 阶对称

群).
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设 e1, e2, · · · , en 是 n 维标准单位列向量, σ ∈ Sn, 定义矩阵

Pσ = (eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n)),

称为相伴于置换 σ 的 n 阶置换矩阵. 置换矩阵的等价定义是: n 阶方阵 P 的每行和每

列只有一个元素非零, 并且那些非零元素都等于 1. 设 A 为 n 阶方阵, σ, τ ∈ Sn, 证明

以下结论 (第 3 小问说明: n 阶置换矩阵全体 Pn 构成一个群, 它是 n 阶正交群 O(n) 的

子群, 并且 P : Sn → Pn, σ 7→ Pσ, 是一个群同构):

(1) 第一类初等矩阵 Pij (高代教材定义 2.4.4), 基础循环矩阵 J (高代白皮书例 2.1) 和

反单位阵 (反对角线上的元素全为 1, 其余元素全为 0 的矩阵) 都是置换矩阵.

(2) |Pσ| = (−1)N(σ), 其中 N(σ) 是 σ 作为全排列的逆序数.

(3) Pτσ = PτPσ, Pe = In, Pσ−1 = P−1
σ = P ′

σ.

(4) APσ 的列向量是 A 的列向量的一个置换, 即 APσ 的第 i 列是 A 的第 σ(i) 列;

P ′
σA 的行向量是 A 的行向量的一个置换, 即 P ′

σA 的第 i 行是 A 的第 σ(i) 行.

[问题 2019A04] 试求

(1) 与全体循环矩阵 (高代白皮书例 2.14) 都乘法可交换的所有的 n 阶方阵.

(2) 与全体置换矩阵 {Pσ, σ ∈ Sn} 都乘法可交换的所有的 n 阶方阵.

[问题 2019A05] 求下列 n 阶方阵的行列式 (第四行的 · · · 表示平移, 其余空白处元素

都为零):

a2 + bc 2ab b2

2ac a2 + 2bc 2ab b2

c2 2ac a2 + 2bc 2ab b2

· · ·

c2 2ac a2 + 2bc 2ab b2

c2 2ac a2 + 2bc 2ab

c2 2ac a2 + bc


.

[问题 2019A06] 证明: n 阶非异阵 A 仅通过第三类初等行变换就可变为对角阵

diag{1, · · · , 1, |A|}.
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[问题 2019A07] 设循环矩阵

A =



1 2 3 · · · n

n 1 2 · · · n− 1

n− 1 n 1 · · · n− 2
...

...
...

...

2 3 4 · · · 1


.

(1) 请用高代白皮书例 2.56 的结论计算 |A|, 并与高代白皮书例 1.12 的结果进行比较.

(2) 设 Aij 是 A 的第 (i, j) 元素的代数余子式, 求
n∑

i,j=1

Aij .

[问题 2019A08] (1) 请用摄动法和初等变换法证明: n 阶上三角阵 A 的伴随阵 A∗ 也

是上三角阵.

(2) 请用高代教材的习题 3.4.7 证明高代教材的命题 3.5.1.

(3) 请用形式行向量和相抵标准型理论证明高代教材的引理 3.5.1.

[问题 2019A09] 设 A 为数域 K 上的 2 阶方阵, 试求 C(A) = {X ∈ M2(K) | AX =

XA}.

[问题 2019A10] 求下列数域 K 上线性空间 V1, V2, V3 的维数和一组基 (表示为基础矩

阵的线性组合):

(1) V1 = {X ∈ M2n(K) |X ′J + JX = O}, 其中 J =

 O In

−In O

;

(2) V2 = {X ∈ M2n+1(K) |X ′M +MX = O}, 其中M =


1 O O

O O In

O In O

;

(3) V3 = {X ∈ M2n(K) |X ′N +NX = O}, 其中 N =

O In

In O

.

[问题 2019A11] 设 A 为 n (n ≥ 3) 阶可逆实对称阵, 且 A 的所有 n− 1 阶主子式都是

零. 证明: A 必有一个非零的 n − 2 阶主子式, 且所有非零的 n − 2 阶主子式都与 |A|

反号.

[问题 2019A12] 设 A,B 均为数域 K 上的 m× n 阶矩阵, 线性映射 φ : Mn×m(K) →

Mm×n(K) 定义为 φ(X) = AXB.
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(1) 证明: 若 m 6= n, 则 φ 不是线性同构;

(2) 试求 Kerφ 的维数和一组基.

[问题 2019A13] (1) 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, f : V → K 是线性函数,

0 6= v ∈ V . 定义映射 φf ,v : V → V 为 φf ,v(α) = α+ f(α) · v, 证明: φf ,v 是 V 上的

线性变换 (称为初等线性变换).

(2) 设 φ 是 n 维线性空间 V 上的线性变换, 证明: φ 是可逆初等线性变换的充分必要

条件是 φ 在 V 的某组基下的表示矩阵是初等阵.

[问题 2019A14] 设 A 为数域 K 上的 n 阶方阵, 满足 tr(A) = 0, 证明: A 相似于一个

主对角元全为 0 的矩阵.

♣ ♣ ♣

§ 1.12 解答或提示

[问题 2019A01] 参考高代白皮书例 1.33 的解法 2 (第 38 页).

[问题 2019A02]将求和分成两个部分分别来计算
2019∑
i,j=1

(x2019
i +j70)Aij =

2019∑
i,j=1

x2019
i Aij+

2019∑
i,j=1

j70Aij . 由高代白皮书例 1.22 的推论可知

2019∑
i,j=1

j70Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 x1 + 270 x2
1 + 370 · · · x2018

1 + 201970

2 x2 + 270 x2
2 + 370 · · · x2018

2 + 201970

...
...

...
...

2 x2019 + 270 x2
2019 + 370 · · · x2018

2019 + 201970

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− |A|.

计算上式右边第一个行列式: 利用第一列消去第 j 列的常数项 j70, 再将第一列的公因

子 2 提出, 可得行列式的值为 2|A|, 于是第二部分的值等于 |A| =
∏

1≤i<j≤2019

(xj − xi).

由高代白皮书例 1.22 的推论 (转置版本) 可知

2019∑
i,j=1

x2019
i Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2019
1 x1 + x2019

1 · · · x2018
1 + x2019

1

1 + x2019
2 x2 + x2019

2 · · · x2018
2 + x2019

2

...
...

...

1 + x2019
2019 x2019 + x2019

2019 · · · x2018
2019 + x2019

2019

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− |A|.
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计算上式右边第一个行列式: 最右边增加一列 (x2019
1 , x2019

2 , · · · , x2019
2019)

′, 最下面增加一

行 (0, 0, · · · , 0, 1), 再用新行列式的最后一列消去前面各列中的 x2019
j 次项, 最后将最后

一行拆分为 (−1,−1, · · · ,−1,−1) + (0, 0, · · · , 0, 2), 可得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2019
1 x1 + x2019

1 · · · x2018
1 + x2019

1 x2019
1

1 + x2019
2 x2 + x2019

2 · · · x2018
2 + x2019

2 x2019
2

...
...

...
...

1 + x2019
2019 x2019 + x2019

2019 · · · x2018
2019 + x2019

2019 x2019
2019

0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · x2018
1 x2019

1

1 x2 · · · x2018
2 x2019

2

...
...

...
...

1 x2019 · · · x2018
2019 x2019

2019

−1 −1 · · · −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · x2018
1 x2019

1

1 x2 · · · x2018
2 x2019

2

...
...

...
...

1 x2019 · · · x2018
2019 x2019

2019

1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2|A|.

于是第一部分的值
2019∑
i,j=1

x2019
i Aij = −

∏
1≤i<j≤2019

(xj−xi)
2019∏
k=1

(1−xk)+
∏

1≤i<j≤2019

(xj−xi).

因此
2019∑
i,j=1

(x2019
i + j70)Aij =

(
2 +

2019∏
k=1

(xk − 1)
) ∏

1≤i<j≤2019

(xj − xi).

[问题 2019A03] (1) 显然成立. (2) 由行列式的组合定义即得.

(3) 由置换矩阵的定义可知 Pσ 的第 i 列是 eσ(i), 即 Pσei = eσ(i) (1 ≤ i ≤ n) 成立. 于

是 Pτσei = eτσ(i), PτPσei = Pτeσ(i) = eτσ(i), 即 Pτσei = PτPσei (1 ≤ i ≤ n) 成立, 从

而 Pτσ = PτPσ. Pe = In 是显然的. 在上式中令 τ = σ−1 可得 Pσ−1Pσ = Pe = In, 于

是 Pσ−1 = P−1
σ . 由 e′iej = δij 可得 P ′

σPσ = In, 于是 P ′
σ = P−1

σ .

(4) 设 A = (α1,α2, · · · ,αn) 为 A 的列分块, 即有 Aei = αi (1 ≤ i ≤ n) 成立. 于是
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APσei = Aeσ(i) = ασ(i) (1 ≤ i ≤ n), 即 APσ 的第 i 列是 A 的第 σ(i) 列, 因此 APσ

的列向量是 A 的列向量的一个置换. 注意到 P ′
σA = (A′Pσ)

′, 故行向量置换的结论可

由列向量置换的结论得到.

[问题 2019A04] (1) 由高代白皮书例 2.1 和例 2.14 可知, 任一循环矩阵都可表示为基

础循环矩阵的多项式. 因此, n 阶方阵 A = (aij) 与所有的循环矩阵乘法可交换等价于

与基础循环矩阵 J =

O In−1

1 O

 乘法可交换, 即 AJ = JA, 经计算可得



a1n a11 · · · a1,n−2 a1,n−1

a2n a21 · · · a2,n−2 a2,n−1

...
...

...
...

an−1,n an−1,1 · · · an−1,n−2 an−1,n−1

ann an1 · · · an,n−2 an,n−1


=



a21 a22 · · · a2,n−1 a2n

a31 a32 · · · a3,n−1 a3n
...

...
...

...

an1 an2 · · · an,n−1 ann

a11 a12 · · · a1,n−1 a1n


.

比较元素可得 aij = ai+1,j+1 (1 ≤ i, j ≤ n), 其中约定若指标大于 n, 则自动变成模 n 的

余数, 上式即 A为循环矩阵. 因此, 与所有循环矩阵乘法可交换的 n阶方阵为循环矩阵.

(2) 设 A = (aij) 与全体置换矩阵 Pn = {Pσ, σ ∈ Sn} 乘法可交换, 则由基础循环矩阵

J ∈ Pn 可知 AJ = JA, 再由 (1) 可知 A 为循环矩阵. 由初等矩阵 P12 ∈ Pn 可知

AP12 = P12A, 经计算可得 A 的非主对角元全相等, 于是 A = aIn + bB, 其中 B 是

元素全为 1 的 n 阶矩阵. 反之, 容易验证 In 和上面的 B 满足: InPσ = PσIn = Pσ,

BPσ = PσB = B, 于是任一形如 A = aIn + bB 的矩阵必与全体置换矩阵乘法可交换.

因此, 与全体置换矩阵乘法可交换的 n 阶方阵为 A = (aδij + b), 其中 a, b ∈ K.

[问题 2019A05] 设题目中的矩阵为 A, 下列矩阵 B 为三对角矩阵:

B =



a b

c a
. . .

. . .
. . . b

c a


,

则容易验证 A = B2. 于是 |A| = |B|2, 其中 |B| 的表达式请参考高代白皮书例 1.14.

[问题 2019A06] 由高代白皮书例 2.31 可知, 任一非异阵 A 仅通过第三类初等变换可

变成对角阵 diag{1, · · · , 1, |A|}. 考虑非异阵 APn(|A|−1), 其行列式值为 1, 故存在第三
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类初等阵 P1, · · · ,Pr, Q1, · · · ,Qs, 使得

Pr · · ·P1APn(|A|−1)Q1 · · ·Qs = In.

上式说明 Q1 · · ·Qs 是 Pr · · ·P1APn(|A|−1) 的逆阵, 于是

Q1 · · ·QsPr · · ·P1APn(|A|−1) = In,

从而

Q1 · · ·QsPr · · ·P1A = Pn(|A|) = diag{1, · · · , 1, |A|},

即 A 仅通过第三类初等行变换可变成对角阵 diag{1, · · · , 1, |A|}.

[问题 2019A07] (1) 参考高代教材习题 2.5.7. (2) 这是 [19 级高代 I 期末 06] 的特例.

[问题 2019A08] (1) 先设上三角阵 A 是非异阵, 利用初等行变换可求出 A−1:

(A --In)=


a1 · · · ∗

. . .
...

an

1

. . .

1

→(In --A−1)=


1

. . .

1

a−1
1 · · · ∗

. . .
...

a−1
n

,

于是

A∗ = |A|A−1 =


∏
i≠1

ai · · · ∗

. . .
...∏

i ̸=n

ai


也是上三角阵. 对一般的上三角阵 A, 存在一列有理数 tk → 0, 使得 A+ tkIn 均为非异

上三角阵, 于是由前面的讨论可得

(A+ tkIn)
∗ =


∏
i ̸=1

(ai + tk) · · · ∗

. . .
...∏

i ̸=n

(ai + tk)

 .
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上式两边矩阵的元素都是关于 tk 的多项式, 从而关于 tk 连续, 令 tk → 0 可得

A∗ =


∏
i ̸=1

ai · · · ∗

. . .
...∏

i ̸=n

ai


也是上三角阵. 本小题的直接证法可参考高代白皮书例 2.8.

(2) 设 S = {α1 6= 0,α2, · · · ,αn} 由 n 个向量组成, 我们利用逐步扩张的办法来构造 S

的极大无关组 B. 首先将非零向量 α1 加入向量组 B 中, 此时 B = {α1} 中向量线性

无关. 由高代白皮书例 3.8 可知, α2 或者与 B 中向量线性无关, 或者是 B 中向量的线

性组合. 若 α2 与 B 中向量线性无关, 则加入向量组 B 中, 此时 B = {α1,α2} 中向量

线性无关; 若 α2 是 B 中向量的线性组合, 则不对向量组 B 做任何添加. 依次这样考虑

α3, · · · ,αn, 最后可得线性无关向量组 B, 且 S 中任一向量都是 B 中向量的线性组合,

即 B 是 S 的极大无关组.

(3) 设 A = {α1,α2, · · · ,αr}, B = {β1,β2, · · · ,βs}, A 中任一向量都是 B 中向量的线

性组合, 并且 r > s, 我们来证明: A 中向量线性相关. 将 A,B 中向量都写成形式行向

量, 则可得

(α1,α2, · · · ,αr) = (β1,β2, · · · ,βs)M , (1.12.1)

其中 M 是一个 s × r 矩阵. 设 P 为 s 阶非异阵, Q 为 r 阶非异阵, 使得 PMQ =Ik O

O O

,其中 k ≤ min{s, r} < r. 令 er = (0, · · · , 0, 1)′,则 γ = Qer=(c1, c2, · · · , cr)′

为 r 维非零列向量, 且 PMγ = PMQer = 0, 从而Mγ = 0. 在 (1.12.1) 式两边同时

右乘 γ, 可得

(α1,α2, · · · ,αr)γ = (β1,β2, · · · ,βs)Mγ = 0,

即有 c1α1 + c2α2 + · · ·+ crαr = 0, 因此 A 中向量线性相关.

[问题 2019A09] 分以下两种情况进行讨论.

(1) 若对任意的非零列向量 α ∈ K2, α,Aα 都线性相关, 则由高代白皮书例 3.8 可知,

存在 λ0 ∈ K, 使得 Aα = λ0α. 例如, 对 e1 = (1, 0)′, e2 = (0.1)′, 存在 λ1, λ2 ∈ K,

使得 Ae1 = λ1e1, Aα2 = λ2e2, 于是 A = diag{λ1, λ2}. 再考虑 α = e1 + e2, 则由

Aα = λ0α 可得 λ1 = λ2 = λ0, 于是 A = λ0I2 为纯量阵, 此时 C(A) = M2(K).
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(2) 若存在某个非零列向量 α ∈ K2, 使得 α,Aα 线性无关, 令 P = (α,Aα) ∈ M2(K),

则 P 非异并且

AP = A(α,Aα) = (AA,A2α) = (α,Aα)

0 a1

1 a2

 = P

0 a1

1 a2

 ,

即 P−1AP =

0 a1

1 a2

. 任取 B ∈ C(A), 即 AB = BA, 于是 (P−1AP )(P−1BP ) =

(P−1BP )(P−1AP ). 若设 P−1BP =

b11 b12

b21 b22

, 则由上述等式可得 b12 = a1b21,

b22 = b11 + a2b21, 于是

P−1BP =

b11 a1b21

b21 b11 + a2b21

 = b11I2 + b21

0 a1

1 a2

 = P−1(b11I2 + b21A)P ,

从而 B = b11I2 + b21A. 又任一 b11I2 + b21A 显然属于 C(A), 因此 C(A) = L(I2,A).

本题高代 II 的解法请参考高代白皮书例 7.28.

[问题 2019A10] (1) 设 X =

A B

C D

 ∈ V1, 其中 A,B,C,D 都是 n 阶方阵, 代入

X ′J + JX = O 可得−C ′ A′

−D′ B′

+

 C D

−A −B

 =

 C −C ′ A′ +D

−(A+D′) B′ −B

 = O,

于是 B = B′, C = C ′, D = −A′. 容易验证 S = {Eij − En+j,n+i (1 ≤ i, j ≤

n); Ei,i+n (1 ≤ i ≤ n), Ei,j+n + Ej,i+n (1 ≤ i < j ≤ n); Ei+n,i (1 ≤ i ≤ n), Ei+n,j +

Ej+n,i (1 ≤ i, j ≤ n)} 是 V1 的一组基, 于是 dimV1 = 2n2 + n.

(2) 设 X =


a γ δ

α A B

β C D

 ∈ V2, 其中 A,B,C,D 都是 n 阶方阵, a ∈ K, α,β ∈ Kn,

γ, δ ∈ Kn, 代入 X ′M +MX = O 可得
a β′ α′

γ′ C ′ A′

δ′ D′ B′

+


a γ δ

β C D

α A B

 =


2a β′ + γ α′ + δ

γ′ + β C +C ′ A′ +D

δ′ +α A+D′ B +B′

 = O,
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于是 a = 0, γ = −β′, δ = −α′, B′ = −B, C ′ = −C, D = −A′. 容易验

证 S = {Ei+1,1 − E1,i+n+1 (1 ≤ i ≤ n); Ei+n+1,1 − E1,i+1 (1 ≤ i ≤ n); Ei+1,j+1 −

Ej+n+1,i+n+1 (1 ≤ i, j ≤ n); Ei+1,j+n+1 − Ej+1,i+n+1 (1 ≤ i < j ≤ n); Ei+n+1,j+1 −

Ej+n+1,i+1 (1 ≤ i < j ≤ n)} 是 V2 的一组基, 于是 dimV2 = 2n2 + n.

(3) 设 X =

A B

C D

 ∈ V3, 其中 A,B,C,D 都是 n 阶方阵, 代入 X ′N +NX = O

可得 C ′ A′

D′ B′

+

C D

A B

 =

C +C ′ A′ +D

A+D′ B +B′

 = O,

于是 B′ = −B, C ′ = −C, D = −A′. 容易验证 S = {Ei,j+n − Ej,i+n (1 ≤ i < j ≤

n); Ei+n,j −Ej+n,i (1 ≤ i < j ≤ n); Eij −Ej+n,i+n (1 ≤ i, j ≤ n)} 是 V3 的一组基, 于

是 dimV3 = 2n2 − n.

[问题 2019A11] 第一个结论用反证法证明. 设 A 的所有 n− 2 阶主子式全为零, 更一

般地, 不妨设 A 有一个非零的 r (r < n− 2) 阶主子式, 但所有的 r+ 1, · · · , n− 2, n− 1

阶主子式全为零, 则由高代白皮书第 3 章解答题 10 可知 r(A) = r, 这与 A 可逆矛盾!

第二个结论利用高代白皮书第 3 章解答题 10 完全类似的讨论来证明. 任取 A 的一个

非零 n− 2 阶主子式 |M |, 经过对称的行列对换, 不妨假设M 是由 A 的前 n− 2 行和

列构成的主子阵, 即有

A =


M α β

α′ a b

β′ b c

 .

由于 |M | 6= 0, 故可将第一分块行左乘 −α′M−1 加到第二分块行, 再将第一分块行左乘

−β′M−1 加到第三分块行, 注意到第三类分块初等变换不改变行列式的值, 从而

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M α β

0 a−α′M−1α b−α′M−1β

0 b− β′M−1α c− β′M−1β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.12.2)

因为

∣∣∣∣∣∣M α

α′ a

∣∣∣∣∣∣ = 0,故可得 a−α′M−1α = 0,同理可得 c−β′M−1β. 又 b−α′M−1β =
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b−β′M−1α,故由 (1.12.2)式可知 |A| = −(b−α′M−1β)2|M | 6= 0,于是 b−α′M−1β 6=

0, 从而 (b−α′M−1β)2 > 0, 因此 |M | 与 |A| 反号.

[问题 2019A12] (1) 若 m 6= n, 不妨设 m > n, 则线性方程组 B′x = 0 解空间的

维数等于 m − r(B′) ≥ m − min{n,m} = m − n > 0, 即存在 m 维非零列向量 β,

使得 B′β = 0, 即 β′B = 0. 任取 n 维非零列向量 α, 则 X = αβ′ 6= O, 使得

φ(X) = A(αβ′)B = (Aα)(β′B) = O, 即 X ∈ Kerφ, 从而 Kerφ 6= 0, 于是 φ 不是线

性同构.

(2) 设 P1,P2 是 m 阶非异阵, Q1,Q2 是 n 阶非异阵, 使得 P1AQ1 =

Ir O

O O

,

P2BQ2 =

Is O

O O

, 其中 r = r(A), s = r(B). 任取 X ∈ Kerφ, 设 Q−1
1 XP

−1
2 =X11 X12

X21 X22

, 其中 X11 是 r × s 矩阵. 由 φ(X) = AXB = O 可得

(P1AQ1)(Q
−1
1 XP

−1
2 )(P2BQ2) = O,

即有 Ir O

O O

X11 X12

X21 X22

Is O

O O

 =

X11 O

O O

 = O,

于是 X11 = O, 从而 Kerφ =

Q1

Or×s X12

X21 X22

P2

. 因此, Kerφ 的一组基为

{Q1EijP2 | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, (i, j) 6∈ [1, r]× [1, s]}, 于是 dim Kerφ = mn− rs.

[问题 2019A13] (1) 直接验证 φf ,v 保持加法和数乘即可, 过程从略.

(2) 先证充分性. 设 φ 在 V 的一组基 {e1, e2, · · · , en} 下的表示矩阵 A 为初等阵, 下分

三种情况进行讨论.

(S1) 若 A = Pij 为第一类初等阵, 则由定义可得 φ(ek) = ek (k 6= i, j), φ(ei) = ej ,

φ(ej) = ei. 定义线性函数 f : V → K 满足: f(ek) = 0 (k 6= i, j), f(ei) = −1,

f(ej) = 1, 令 v = ei − ej , 则容易验证 φ = φf ,v 成立.

(S2) 若 A = Pi(c) 为第二类初等阵, 其中 c 6= 0, 则由定义可得 φ(ek) = ek (k 6= i),

φ(ei) = cei. 定义线性函数 f : V → K 满足: f(ek) = 0 (k 6= i), f(ei) = c − 1, 令
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v = ei, 则容易验证 φ = φf ,v 成立.

(S3)若A = Tij(c)为第三类初等阵,则由定义可得 φ(ek) = ek (k 6= i), φ(ei) = ei+cej ,

定义线性函数 f : V → K 满足: f(ek) = 0 (k 6= i), f(ei) = c, 令 v = ej , 则容易验证

φ = φf ,v 成立.

再证必要性. 下分两种情况进行讨论.

(N1) 若 f = 0, 则 φf ,v = IV , 结论显然成立.

(N2) 若 f 6= 0, 则由线性映射的维数公式可知 dim Kerf = n− 1. 再分两种情况讨论.

(N2.1) 若 f(v) 6= 0, 任取 Kerf 的一组基 e2, · · · , en, 则 e1 = v, e2, · · · , en 是 V 的一

组基. 经计算可得 φf ,v(e1) = e1 + f(e1)v = (1 + f(v))e1, φf ,v(ei) = ei (i ≥ 2), 于是

可逆初等线性变换 φf ,v 在这组基下的表示矩阵为第二类初等阵 P1(1 + f(v)).

(N2.2) 若 f(v) = 0, 则 v ∈ Kerf , 将其扩张为 Kerf 的一组基 e2 = v, · · · , en, 再扩张

为 V 的一组基 e1, e2 = v, · · · , en. 经计算可得 φf ,v(e1) = e1+f(e1)v = e1+f(e1)e2,

φf ,v(ei) = ei (i ≥ 2), 于是可逆初等线性变换 φf ,v 在这组基下的表示矩阵为第三类初

等阵 T12(f(e1)).

[问题 2019A14] 对阶数 n 进行归纳. 当 n = 1 时, A = O, 结论显然成立. 设 n− 1 阶

时结论成立, 现证 n 阶的情形. 若 A 是纯量阵, 则由 tr(A) = 0 可得 A = O, 此时结

论显然成立. 若 A 不是纯量阵, 则由 [问题 2019A09] 开始部分的讨论可知, 存在非零列

向量 α ∈ Kn, 使得 α,Aα 线性无关, 再将其扩张为 Kn 的一组基 e1 = α, e2 = Aα,

e3, · · · , en. 令非异阵 P = (e1, e2, e3, · · · , en), 则

AP = P



0 ∗ · · · ∗

1 ∗ · · · ∗

0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗


,

即有 P−1AP =

0 α′

β B

, 其中 B ∈ Mn−1(K) 且 tr(B) = tr(A) = 0. 由归纳假设, 存

在 n− 1 阶非异阵 Q1, 使得 Q−1
1 BQ1 的主对角元全为零, 令 Q = diag{1,Q1} 为 n 阶
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非异阵, 则

(PQ)−1A(PQ) =

 1 O

O Q−1
1

0 α′

β B

 1 O

O Q1

 =

 0 α′Q1

Q−1
1 β Q−1

1 BQ1


的主对角元全为零, 结论得证. 本题高代 II 的证法请参考高代白皮书例 7.24.
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§ 1.13 19 级高等代数 II 每周一题

[问题 2020S01] 设数域 K 上的二元多项式 f(x, y) 关于 x 的次数小于等于 n, 关于 y

的次数小于等于 m. 设 K 中存在两组互不相同的数 a0, a1, · · · , an 和 b0, b1, · · · , bm, 使

得

f(ai, bj) = 0, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m.

证明: f(x, y) 是零多项式.

[问题 2020S02] 请用特征值法重新证明高代白皮书的例 5.76, 例 3.82 和例 3.84:

(1) 设 f(x), g(x) 是数域 K 上的互素多项式, A 是 K 上的 n 阶方阵, 满足 f(A) = O,

证明: g(A) 是非异阵.

(2) 设 A 为 n 阶实对称阵, S 为 n 阶实反对称阵, 证明: In ±S 和 In ± iA 都是非异阵.

[问题 2020S03] 设 n 阶复方阵 A =


a b · · · b

c a
...

. . .

c a

, 试求 A 可对角化的充要条件.

[问题 2020S04] 设 A 为数域 K 上的 n 阶方阵, f(x), g(x) 为 K 上互素的多项式, 且它

们在 C 中均无重根. 证明: 若 r(f(A)) + r(g(A)) = n, 则 A 复可对角化.

[问题 2020S05] 设 n 阶实方阵 A,B 满足: A,B 的特征值都大于零, 且 A4 +2A3B =

2AB3 +B4, 证明: A = B.

[问题 2020S06] 设 A 为 n 阶复方阵, f(x) ∈ C[x], 证明: A 可对角化的充要条件是 A f(A)

f(A) A

 可对角化.

[问题 2020S07] 设 n 阶实方阵 A 的 n− 1 阶行列式因子是一个 n− 2 次多项式, 试求

A 的不变因子组及其有理标准型.

[问题 2020S08] 设 A ∈ Mn(K) 的不变因子组是 1, · · · , 1, d1(λ), · · · , dk(λ), 其中 di(λ)

是非常数首一多项式, di(λ) | di+1(λ) (1 ≤ i ≤ k− 1), 证明: 对 A 的任一特征值 λ0 ∈ C,

r(λ0In −A) = n−
k∑

i=1

δdi(λ0),0,

其中记号 δa,b 表示: 若 a = b, 取值为 1; 若 a 6= b, 取值为 0.
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[问题 2020S09] 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, φ 的初等因子组

为 P1(λ)
r1 , P2(λ)

r2 , · · · , Pk(λ)
rk , 其中 Pi(λ) 是 K 上的首一不可约多项式. 证明: 存在

α1,α2, · · · ,αk ∈ V , 使得

V = C(φ,α1)⊕ C(φ,α2)⊕ · · · ⊕ C(φ,αk),

其中 C(φ,αi) = L(αi,φ(αi),φ
2(αi), · · · ) 是 φ 关于循环向量 αi 的循环子空间.

[问题 2020S10] 设 A 为 3 阶实方阵, 试求 C(A) = {B ∈ M3(R) | AB = BA}.

[问题 2020S11] 设 V 为 n 阶复方阵全体构成的线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为

φ(X) = AX −XA′, 其中 A ∈ V . 证明: φ 可对角化的充要条件是 A 可对角化.

[问题 2020S12] 设 A,B 为 n 阶复方阵, 证明: (AB)n 与 (BA)n 相似.

[问题 2020S13] 求 n (n ≥ 2) 阶实对称阵 A 的正负惯性指数:

A =


a21 a1a2 + 1 · · · a1an + 1

a2a1 + 1 a22 · · · a2an + 1
...

...
...

ana1 + 1 ana2 + 1 · · · a2n

 .

[问题 2020S14] 求下列 n 元实二次型的规范标准型:

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

max{i, j}xixj .

[问题 2020S15] 设M 为 n 阶实方阵, 若对任意的 n 维实列向量 α, 有 α′Mα ≥ 0, 则

称M 为亚半正定阵.

(1) 证明: n 阶实方阵M 是亚半正定阵 ⇔ M +M ′ 是半正定阵 ⇔ M = A+ S, 其中

A 是半正定实对称阵, S 是实反对称阵.

(2) 设 A,B 为 n 阶亚半正定阵, c 为非负实数, 证明:

(2.1) A+B, cA, A′ 和 A∗ 都是亚半正定阵;

(2.2) 若 C 为 n 阶实方阵, 则 C ′AC 也是亚半正定阵;

(2.3) 若 C 为 n 阶亚正定阵, 则 A+C 也是亚正定阵;

(2.4) A 的特征值的实部都大于等于零, 特别地, |A| ≥ 0;

(2.5) 举例说明: 非异的亚半正定阵不一定是亚正定阵.
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[问题 2020S16] 设 a 为正实数, 证明下列 n 阶实对称阵为正定阵:

A =



a
a2

2

a3

3
· · · an

n
a2

2

a3

3

a4

4
· · · an+1

n+ 1
a3

3

a4

4

a5

5
· · · an+2

n+ 2
...

...
...

...

an

n

an+1

n+ 1

an+2

n+ 2
· · · a2n−1

2n− 1


.

[问题 2020S17] 设 V 为区间 [−1, 1] 上由次数不超过 3 的实系数多项式构成的实线性

空间, V 上的内积定义为

(f, g) =
∫+1

−1
f(x)g(x)dx,

试求

min
f(x)∈V

∫+1

−1
(sinπx− f(x))2dx.

[问题 2020S18] 设 Q 为 n 阶正交阵, 1 不是 Q 的特征值. 设 P = In − 2uu′, 其中 u

是单位实列向量. 证明: 1 是 PQ 的特征值.

♣ ♣ ♣

§ 1.13 解答或提示

[问题 2020S01] 将 f(x, y) 整理为关于主未定元 x 的多项式:

f(x, y) = cn(y)x
n + cn−1(y)x

n−1 + · · ·+ c1(y)x+ c0(y),

其中 ci(y) (0 ≤ i ≤ n)都是关于 y的次数小于等于m的多项式. 对于给定的 bj (0 ≤ j ≤

m), 关于 x 的多项式 f(x, bj) = cn(bj)x
n + cn−1(bj)x

n−1 + · · ·+ c1(bj)x+ c0(bj) 至少有

n+ 1 个不同的根 a0, a1, · · · , an, 于是 f(x, bj) 必为零多项式, 即有 cn(bj) = cn−1(bj) =

· · · = c1(bj) = c0(bj) = 0 (0 ≤ j ≤ m). 这说明每个关于 y 的次数小于等于 m 的多项式

ci(y) (0 ≤ i ≤ n) 都有 m+1 个不同的根 b0, b1, · · · , bm, 从而它们只能是零多项式, 于是

f(x, y) 也是零多项式.

[问题 2020S02] (1)设 A的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn,则由 f(A) = O 可知 f(λi) =

0 (1 ≤ i ≤ n), 即 λi 都是 f(x) 的根; 又 g(A) 的全体特征值为 g(λ1), g(λ2), · · · , g(λn).
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由于 f(x), g(x) 在 K 上互素, 故它们在 C 上无公共根, 从而 λi 都不是 g(x) 的根, 即

g(A) 的全体特征值 g(λi) 6= 0, 于是 g(A) 是非异阵. 类似的可参考高代白皮书例 6.10.

(2) 参考高代白皮书第 301 页例 3.82 和例 3.84 的证法 2.

[问题 2020S03]由高代白皮书第 6章解答题 2可知,矩阵 A的特征多项式 |λIn−A| =

(λ− a)n−2
(
(λ− a)2 − (n− 1)bc

)
. 下分三种情况进行讨论.

(1) 若 b = c = 0, 则 A = aIn 可对角化.

(2) 若 b 6= 0 且 c = 0, 或者 b = 0 且 c 6= 0, 则 A 是主对角元全为 a 的上三角阵或者下

三角阵, 此时 A 不可对角化, 否则 A 将是纯量阵, 矛盾!

(3) 若 b 6= 0 且 c 6= 0, 则 A 的特征值为 a (n− 2 重), a±
√
(n− 1)bc (各 1 重). 经计算

可知特征值 a 的几何重数等于 n − r(A − aIn) = n − 2, 于是 A 有完全的特征向量系,

从而 A 可对角化.

[问题 2020S04] 参考高代白皮书第 6 章解答题 11.

[问题 2020S05] 将 A4 + 2A3B = 2AB3 +B4 整理为 A(A3 −AB2 +A2B −B3) =

(A3 −AB2 +A2B −B3)(−B), 注意到 A 的特征值全为正数, −B 的特征值全为负数,

故A与 −B没有公共的特征值,由高代白皮书例 6.88可得A3−AB2+A2B−B3 = O.

再将这一等式整理为 A(A2−B2) = (A2−B2)(−B),由相同的理由可得 A2−B2 = O.

最后将上述等式整理为 A(A−B) = (A−B)(−B), 由相同的理由可得 A = B.

[问题 2020S06]本题的必要性即为 [问题 2014S04],下证充分性. 容易验证

In In

In −In


的逆阵为

1

2

In In

In −In

, 考虑如下相似变换:

1

2

In In

In −In

 A f(A)

f(A) A

In In

In −In

 =

A+ f(A) O

O A− f(A)

 ,

故由

 A f(A)

f(A) A

 可对角化得到
A+ f(A) O

O A− f(A)

 也可对角化, 再由高代

白皮书例 6.71 可知 A+ f(A) 与 A− f(A) 都可对角化. 又 A+ f(A) 与 A− f(A) 乘

法可交换, 故由高代白皮书例 6.41 可知这两个矩阵可同时对角化, 即存在可逆阵 P , 使

得 P−1(A + f(A))P = Λ1, P−1(A − f(A))P = Λ2 都是对角阵. 上述等式相加可得
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P−1AP =
1

2
(Λ1 +Λ2) 也是对角阵, 即 A 可对角化.

[问题 2020S07] 参考高代白皮书第 7 章解答题 1.

[问题 2020S08] 参考高代白皮书例 7.23.

[问题 2020S09] 参考高代白皮书例 7.20.

[问题 2020S10] 参考高代白皮书第 7 章解答题 4.

[问题 2020S11] 参考高代白皮书第 7 章解答题 7.

[问题 2020S12] 证法 1 注意到 (AB)n =
(
A(BA)n−1

)
B, (BA)n = B

(
A(BA)n−1

)
,

故由 [问题 2014S10] 可知, 只要证明 r
(
(AB)ni

)
= r

(
(BA)ni

)
(1 ≤ i ≤ n − 1) 成立即

可. 由高代白皮书例 7.66 可知 r
(
(AB)ni

)
= r

(
(AB)n

)
(1 ≤ i ≤ n− 1), 这也等于 AB

的非零特征值的个数,同理可知 r
(
(BA)ni

)
= r

(
(BA)n

)
(1 ≤ i ≤ n−1),这也等于 BA

的非零特征值的个数. 再由高代白皮书例 6.19 可知 AB 与 BA 有相同的特征多项式,

于是结论得证.

证法 2 由 [问题 2014S10] 的证明过程或教学论文 [15] 的例 8 可知, AB 与 BA 的非

零特征值的 Jordan 块完全相同, 但它们的零特征值的 Jordan 块可能不同. 因此可设

P ,Q 为非异阵, 使得

P−1ABP = J1 = diag{Jr1(λ1), · · · ,Jrk(λk),Js1(0), · · · ,Jsl(0)},

Q−1BAQ = J2 = diag{Jr1(λ1), · · · ,Jrk(λk),Jt1(0), · · · ,Jtm(0)},

其中 λi 6= 0 (1 ≤ i ≤ k). 注意到 Jsi(0)
n = O (1 ≤ i ≤ l), Jtj (0)

n = O (1 ≤ j ≤ m), 故

P−1(AB)nP = Jn
1 = diag{Jr1(λ1)

n, · · · ,Jrk(λk)
n, 0, · · · , 0} = Jn

2 = Q−1(BA)nQ,

于是 (AB)n 与 (BA)n 相似.

[问题 2020S13] 参考高代白皮书例 8.9.

[问题 2020S14] 参考高代白皮书例 8.42 (1).

[问题 2020S15] 参考高代白皮书例 8.67 和第 8 章解答题 14.

[问题 2020S16] 设 V = C[0, a] 为 [0, a] 区间上的连续函数全体构成的欧氏空间, 其内

积定义为 (f(x), g(x)) =
∫ a
0
f(x)g(x)dx. 容易验证 {1, x, · · · , xn−1} 是 V 中一组线性无

关的向量, 且 A 为其 Gram 矩阵. 由高代白皮书例 9.5 可知 A 为正定阵.
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[问题 2020S17] 本题即求 min
f(x)∈V

‖ sinπx − f(x)‖2. 由高代白皮书例 9.11 可知, V 的

一组标准正交基为 w0(x) =
1√
2

, w1(x) =

√
3

2
x, w2(x) =

√
5

8
(3x2 − 1), w3(x) =√

7

8
(5x3−3x),经计算可得 (sinπx,w0(x)) = 0, (sinπx,w1(x)) =

√
6

π
, (sinπx,w2(x)) =

0, (sinπx,w3(x)) =

√
14(π2 − 15)

π3
. 因此, 由 Gram-Schmidt 方法的几何意义可得

min
f(x)∈V

‖ sinπx− f(x)‖2 = ‖ sinπx−
3∑

i=0

(sinπx,wi(x))wi(x)‖2

= ‖ sinπx−
√
6

π

√
3

2
x−

√
14(π2 − 15)

π3

√
7

8
(5x3 − 3x)‖2

≈ 0.00878023324.

[问题 2020S18] 参考高代白皮书例 9.44.
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§ 1.14 20 级高等代数 II 每周一题

[问题 2021S01] 请用多元多项式的整性证明: 数域 K 上的 n 阶方阵全体构成的线性空

间 Mn(K) 有一组 (无穷组) 由非异矩阵构成的基.

[问题 2021S02] (1) 请将下列对称有理函数表示为初等对称多项式的有理函数, 并求

σ1 = 0 时的函数值:

Q(x1, x2, x3) =
x2
1

2x2
1 + x2x3

+
x2
2

2x2
2 + x3x1

+
x2
3

2x2
3 + x1x2

;

(2) 请将下列对称有理函数表示为初等对称多项式的有理函数, 并求 σ1 = 2, σ2 = −6,

σ3 = 1 时的函数值:

Q(x1, x2, x3) =
1

x1x2 + 2x3

+
1

x2x3 + 2x1

+
1

x3x1 + 2x2

.

[问题 2021S03] 设 V = Mn(C) 是 n 阶复方阵全体构成的集合.

(1) 将 V 看成是复线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = JX, 其中 J 是基础

循环矩阵 (高代白皮书例 2.1), 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量;

(2) 将 V 看成是实线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = X, 其中 X 是 X 的

共轭矩阵, 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量.

[问题 2021S04] (1) 设 2 阶复方阵 A 满足 |Ak + I2| = 1, 其中 k = 1, 3, 证明: A 是幂

零阵;

(2) 设 3 阶复方阵 A 满足 |Ak + I3| = 1, 其中 k = 1, 2, 3, 7, 证明: A 是幂零阵.

注 可利用以下表示进行计算 (不需要证明), 其中 σ1, σ2, σ3 分别是未定元 x1, x2, x3 的

初等对称多项式:

(x7
1 + 1)(x7

2 + 1)(x7
3 + 1)

= σ7
3 + 7σ4

3σ
2
1 + 7σ4

3σ2 − 21σ3
3σ1σ

2
2 − 7σ3

3σ
3
1σ2 + 7σ2

3σ
4
2 + 14σ2

3σ
2
1σ

3
2 + 7σ2

3σ1

− 7σ3σ1σ
5
2 + 7σ3σ

4
1 + 7σ3σ

2
2 − 21σ3σ

2
1σ2 + σ7

1 + σ7
2 − 7σ1σ

3
2 + 14σ3

1σ
2
2 − 7σ5

1σ2 + 1.

[问题 2021S05] 设 V = Mn(C) 是 n 阶复方阵全体构成的复线性空间, V 上的线性变

换 φ 定义为 φ(X) = JX ′J ′, 其中 J 是基础循环矩阵 (高代白皮书例 2.1), 证明: φ 可

对角化.
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[问题 2021S06] 设 n 阶复方阵 M 的秩等于 2, 请用 M 的特征值的相关条件给出 M

可对角化的充分必要条件.

[问题 2021S07] 设 a0, a1, a2 为有理数, 使得

A =


a0 a2 a1

a1 a0 + a2 a1 + a2

a2 a1 a0 + a2


为奇异阵. 证明: a0 = a1 = a2 = 0.

[问题 2021S08] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换. 证明: 若

φ 有 r 维不变子空间, 则 φ 必有 n− r 维不变子空间.

[问题 2021S09] 设 A,B 是 n (n ≥ 2) 阶方阵, 已知 AB 的 Jordan 标准型为 Jn(0), 试

求 BA 的 Jordan 标准型, 并举例说明存在性.

[问题 2021S10] 设 S 是某些 n 阶方阵构成的集合, 满足如下条件:

(1) In ∈ S;

(2) 若 A,B ∈ S, 则 AB ∈ S;

(3) 对任意的 A,B ∈ S, (AB)3 = BA 成立.

证明: S 中的矩阵可以同时对角化, 并且 S 是有限集合.

[问题 2021S11] 设 S =

 0 1

−1 0

, J =

 O In

−In O

.

(1) 证明: J 相似于 diag{S,S, · · · ,S};

(2) 设 A ∈ Mn(R), 满足 A′J + JA = O, 证明: etA′
JetA = J ;

(3) 试求 etJ .

[问题 2021S12] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, n 维实列向量 α,β 满足 α′β > 0, 证明:

H = A− Aββ′A

β′Aβ
+
αα′

α′β
是正定阵.

[问题 2021S13] 设 A 为 n 阶半正定实对称阵, S 为 n 阶实反对称阵, 证明:

(1) r(A+ S) = r(A --S);

(2) |A+ S| > 0 的充分必要条件是 r(A --S) = n.

[问题 2021S14] 设 A = (aij) 为 n 阶正定实对称阵, A−1 = (bij). 证明: aiibii ≥ 1 (1 ≤

i ≤ n), 并且等号全部成立, 即 aiibii = 1 (1 ≤ i ≤ n) 当且仅当 A 为对角阵.
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[问题 2021S15] 设 n 维欧氏空间 V 中 n + 1 个向量 α0,α1, · · · ,αn 两两之间的距离

都是 d > 0. 令 βi = αi −α0 (1 ≤ i ≤ n), 证明:

(1) (βi,βj) =
d2

2
(1 ≤ i 6= j ≤ n);

(2) β1, · · · ,βn 是 V 的一组基.

[问题 2021S16] 若复方阵 A 的特征值都是实数, 则记其中的最大, 最小特征值分别为

λmax(A), λmin(A). 设 A 为 n 阶实对称阵, S 为 n 阶实反对称阵, 证明: 对 A+S 的任

一特征值 λ0, 有:

λmin(A) ≤ Reλ0 ≤ λmax(A), λmin(−iS) ≤ Imλ0 ≤ λmax(−iS).

[问题 2021S17] 设 n 阶复方阵 A 的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, 证明:
n∑

i=1

|λi|2 = inf
det X ̸=0

‖X−1AX‖2F,

其中 ‖ · ‖F 是由矩阵的 Frobenius 内积诱导的范数.

[问题 2021S18] 设 A 为 n 阶实幂等阵, 证明: A′A 的非零特征值都大于等于 1.

♣ ♣ ♣

§ 1.14 解答或提示

[问题 2021S01] 设 n2 个矩阵为

Xi =


x
(i)
11 x

(i)
12 · · · x

(i)
1n

x
(i)
21 x

(i)
22 · · · x

(i)
2n

...
...

...

x
(i)
n1 x

(i)
n2 · · · x

(i)
nn

 , 1 ≤ i ≤ n2.

将这些矩阵的元素排成 n2 个列向量, 再拼在一起成为一个 n2 阶矩阵

M =


x
(1)
11 x

(2)
11 · · · x

(n2)
11

x
(1)
12 x

(2)
12 · · · x

(n2)
12

...
...

...

x
(1)
nn x

(2)
nn · · · x

(n2)
nn

 .
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显然, 矩阵 Xi 是非异阵当且仅当 det(Xi) 6= 0, 矩阵 X1,X2, · · · ,Xn2 线性无关当且仅

当 det(M) 6= 0. 考虑关于未定元 x
(k)
ij (1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n2) 的多元多项式

f(x
(k)
ij ) = det(X1) det(X2) · · · det(Xn2) det(M),

注意到 det(Xi) (1 ≤ i ≤ n2) 和 det(M) 作为多元多项式都不为零, 故由多元多项式的

整性可知, 它们的乘积 f 也非零, 从而在数域 K 中存在一组 (无穷组) 数 a
(k)
ij (1 ≤ i, j ≤

n, 1 ≤ k ≤ n2), 使得 f(a
(k)
ij ) 6= 0. 因此, Mn(K) 有一组 (无穷组) 由非异矩阵构成的基.

也可以直接进行构造: 设 Eij 是 n 阶基础矩阵, 则容易验证 {In +Eij (1 ≤ i, j ≤ n)} 是

一组非异矩阵构成的基.

[问题 2021S02] (1) 通分后可得

Q(x1, x2, x3) =

x2
1(2x

2
2+x3x1)(2x

2
3+x1x2) + x2

2(2x
2
3+x1x2)(2x

2
1+x2x3) + x2

3(2x
2
1+x2x3)(2x

2
2+x3x1)

(2x2
1 + x2x3)(2x2

2 + x3x1)(2x2
3 + x1x2)

.

注意到 Q(x1, x2, x3) 的分子和分母都是关于 x1, x2, x3 的 6 次齐次对称多项式, 故可通

过待定系数法将它们化为初等对称多项式的多项式. 经计算可得

Q(x1, x2, x3) =
σ3
1σ3 + 4σ3

2 − 15σ1σ2σ3 + 27σ2
3

2σ3
1σ3 + 4σ3

2 − 18σ1σ2σ3 + 27σ2
3

.

当 σ1 = 0 时, Q(x1, x2, x3) = 1.

(2) 通分后可得

Q(x1, x2, x3) =

(x2x3 + 2x1)(x3x1 + 2x2) + (x3x1 + 2x2)(x1x2 + 2x3) + (x1x2 + 2x3)(x2x3 + 2x1)

(x1x2 + 2x3)(x2x3 + 2x1)(x3x1 + 2x2)
.

注意到 Q(x1, x2, x3) 的分子和分母都是关于 x1, x2, x3 的对称多项式, 故可通过 Vieta

定理将它们化为初等对称多项式的多项式. 经计算可得

Q(x1, x2, x3) =
σ1σ3 + 2σ1σ2 − 6σ3 + 4σ2

σ2
3 + 2σ2

1σ3 − 4σ2σ3 + 4σ2
2 − 8σ1σ3 + 8σ3

.

当 σ1 = 2, σ2 = −6, σ3 = 1 时, Q(x1, x2, x3) = − 4

13
.

[问题 2021S03] (1) 设 ωk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ

n
(0 ≤ k ≤ n − 1), 则由高代白皮书例

6.9 和例 6.55 可知, αk = (1, ωk, · · · , ωn−1
k )′ 是基础循环矩阵 J 关于特征值 ωk 的特征
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向量, 且 α0,α1, · · · ,αn−1 线性无关. 设 e′i = (0, · · · , 1, · · · , 0) 为标准单位行向量, 参考

高代白皮书例 6.1 的讨论可知, φ(αke
′
i) = J(αke

′
i) = (Jαk)e

′
i = ωk(αke

′
i), 即 αke

′
i 是

φ 关于特征值 ωk 的特征向量. 容易验证 {αke
′
i (0 ≤ k ≤ n − 1, 1 ≤ i ≤ n)} 是一组线

性无关的矩阵, 于是 φ 的特征值为 ωk (0 ≤ k ≤ n − 1) (各 n 重), 对应的线性无关特征

向量为 αke
′
i (0 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ i ≤ n).

(2) 显然, φ 是实线性变换 (不是复线性变换) 且满足 φ2 = IV , 于是 φ 的特征值只

可能是 ±1. 设 X = A + iB ∈ V , 其中 A,B 都是实矩阵, 若 φ(X) = X, 则有

A − iB = A + iB, 于是 B = O; 若 φ(X) = −X, 则有 A − iB = −A − iB, 于

是 A = O. 因此, φ 的特征值为 ±1 (各 n2 重), 特征值 1 的线性无关特征向量为

{Eij (1 ≤ i, j ≤ n)}, 特征值 −1 的线性无关特征向量为 {iEij (1 ≤ i, j ≤ n)}.

[问题 2021S04] (1) 设 A 的特征值为 λ1, λ2, 则 Ak + I2 的特征值为 λk
1 + 1, λk

2 + 1, 故

由 |Ak + I2| = 1 (k = 1, 3) 可得 (λk
1 + 1)(λk

2 + 1) = 1 (k = 1, 3). 将上述关于 λ1, λ2 的

对称多项式化为关于初等对称多项式 σ1, σ2 的多项式, 可得

σ1 + σ2 = 0, (1.14.1)

σ3
1 + σ3

2 − 3σ1σ2 = 0. (1.14.2)

将 (1.14.1) 式代入 (1.14.2) 式可得 σ1σ2 = 0, 于是 σ1 = σ2 = 0, 从而 λ1 = λ2 = 0, 故

A 为幂零阵.

(2) 设 A 的特征值为 λ1, λ2, λ3, 则 Ak + I3 的特征值为 λk
1 + 1, λk

2 + 1, λk
3 + 1, 故由

|Ak + I2| = 1 (k = 1, 2, 3, 7) 可得 (λk
1 +1)(λk

2 +1)(λk
3 +1) = 1 (k = 1, 2, 3, 7). 将上述关

于 λ1, λ2, λ3 的前三个对称多项式化为关于初等对称多项式 σ1, σ2, σ3 的多项式, 可得

σ1 + σ2 + σ3 = 0, (1.14.3)

σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − 2σ2 − 2σ1σ3 = 0, (1.14.4)

σ3
1 + σ3

2 + σ3
3 − 3σ1σ2σ3 + 3σ2

3 + 3σ3 − 3σ1σ2 = 0. (1.14.5)

由 (1.14.3)式可得 σ3
1+σ3

2+σ3
3−3σ1σ2σ3 = 0,于是 (1.1.4.5)式可化为 σ2

3+σ3 = σ1σ2. 再

将 σ2 = −σ1−σ3 代入 (1.14.4)中可得 σ2
1+σ1+σ2

3+σ3 = 0,于是 σ2
1+σ1+σ1σ2 = 0. 若

σ1 = 0,则由 σ2
3 +σ3 = 0可解出 σ3 = 0或 −1. 因此 (σ1, σ2, σ3) = (0, 0, 0)或 (0, 1,−1).

若 σ1 6= 0, 则 σ1 + σ2 + 1 = 0, 于是 σ3 = 1, 从而 σ1 + σ2 = −1, σ1σ2 = 2. 因此
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(σ1, σ2, σ3) = (
−1 +

√
7i

2
,
−1−

√
7i

2
, 1) 或 (

−1−
√
7i

2
,
−1 +

√
7i

2
, 1). 利用给出的公式

经计算可知,当 (σ1, σ2, σ3) 6= (0, 0, 0) (即其他三种情形)时, (λ7
1+1)(λ7

2+1)(λ7
3+1) = 8,

不符合题意, 舍去. 于是 (σ1, σ2, σ3) = (0, 0, 0), 从而 λ1 = λ2 = λ3 = 0, 故 A 为幂零阵.

如果不用给出的公式, 也可以如下简洁地讨论. 当 (σ1, σ2, σ3) = (0, 1,−1) 时, λ1, λ2, λ3

是 x3 + x + 1 = 0 的三个根. 注意到 x7 − 2x2 + 1 = (x3 + x + 1)(x3 + x2 − 1)(x − 1),

故 λi 也是 x7 − 2x2 + 1 = 0 的根, 于是 λ7
i + 1 = 2λ2

i , 从而 (λ7
1 + 1)(λ7

2 + 1)(λ7
3 +

1) = 8(λ1λ2λ3)
2 = 8, 不符合题意, 舍去. 当 (σ1, σ2, σ3) = (

−1 +
√
7i

2
,
−1−

√
7i

2
, 1) 或

(
−1−

√
7i

2
,
−1 +

√
7i

2
, 1) 时, λ1, λ2, λ3 是 x3 − σ1x

2 + σ2x − 1 = 0 的三个根. 注意到

x7 − 1 = (x3 − σ1x
2 + σ2x− 1)(x3 − σ2x

2 + σ1x− 1)(x− 1), 故 λi 也是 x7 − 1 = 0 的

根, 于是 λ7
i + 1 = 2, 从而 (λ7

1 + 1)(λ7
2 + 1)(λ7

3 + 1) = 8, 不符合题意, 舍去.

注 n 阶情形的讨论可参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/16595949.html.

[问题 2021S05] 由 Jn = In 可得 φ2n(X) = J2nX(J2n)′ = X, 于是 φ2n = IV , 即 φ

适合多项式 x2n − 1. 由高代白皮书例 6.66 可知, φ 可对角化. 本题是 [20 级高代 II 期

末 08] 的特例, 那里给出了本题更一般的证法.

[问题 2021S06]由高代白皮书例 3.92,考虑M 的满秩分解M = AB,其中 A是 n×2

矩阵, B 是 2 × n 矩阵, 且 r(A) = r(B) = 2. 设 N = BA 为二阶复方阵, 则由特征值

的降阶公式可得 |λIn −M | = λn−2|λI2 −N |. 下面分两种情况讨论.

(1) 若 N 为奇异阵, 则 M 的特征值 0 的代数重数大于 n − 2, 其几何重数等于 n −

r(M) = n− 2, 此时M 没有完全的特征向量系, 故不可对角化.

(2) 若 N 为非异阵, 则由高代白皮书例 6.72 可知, M = AB 可对角化当且仅当 N =

BA 可对角化. 容易验证二阶非异阵 N 可对角化的充要条件是, 或者 N 有两个不同的

特征值, 或者 N = cI2 为纯量阵.

设 |λIn−M | = λn−2(λ−a)(λ−b),则由上面的讨论可知, M 可对角化的充要条件是,或

者 a, b是互异的非零复数,或者 a = b =
1

2
tr(M) 6= 0,且 r

(
M − 1

2
tr(M)In

)
= n−2.

本题也与 [19 级高代 II 期中 04] 密切相关.

[问题 2021S07]令 C =


0 0 1

1 0 1

0 1 0

是 f(x) = x3−x−1的友阵,则 C2 =


0 1 0

0 1 1

1 0 1

,
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从而 A = a0I3 + a1C + a2C
2. 由 A 奇异可知, 存在非零向量 α ∈ Q3, 使得 Aα = 0.

又 f(x) 是 C 的特征多项式, 故由 Cayley-Hamilton 定理可知 f(C) = O. 下面用反证

法来证明. 若 a0, a1, a2 不全为零, 则 g(x) = a0 + a1x + a2x
2 是一个非零有理系数多项

式, 满足 A = g(C). 另一方面, 容易验证 f(x) 没有有理根, 故 f(x) 在 Q 上不可约, 于

是 (f(x), g(x)) = 1. 因此, 存在 u(x), v(x) ∈ Q[x], 使得 f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1. 在上

式中代入 x = C, 并作用在 α 上有

α = u(C)f(C)α+ v(C)g(C)α = 0,

这与 α 6= 0 矛盾! 事实上, 本题是高代白皮书例 5.80 的变种. 也可以用特征值来直接证

明结论. 设 C 的特征值为 λ1, λ2, λ3 ∈ C, 则 A = g(C) 的特征值为 g(λ1), g(λ2), g(λ3).

由 A 奇异可知 A 至少有一个特征值为零, 不妨设 g(λ1) = 0. 由于 C 的特征多项式

f(x) 在 Q 上不可约, 故 f(x) 是 λ1 的极小多项式, 于是 f(x) | g(x), 从而 g(x) = 0, 即

有 a0 = a1 = a2 = 0.

[问题 2021S08] 设 U 是 r 维 φ–不变子空间, 选取 U 的一组基 {e1, · · · , er}, 并将其

扩张为 V 的一组基 {e1, · · · , er, er+1, · · · , en}, 则 φ 在这组基下的表示矩阵为分块上

三角阵M =

A C

O B

, 其中 A,B 分别是 r, n− r 阶方阵. 由高代白皮书例 7.3 可知,

M 与 M ′ 相似, 即存在 n 阶非异阵 P , 使得 P−1MP = M ′. 令 (f1,f2, · · · ,fn) =

(e1, e2, · · · , en)P , 则由 P 的非异性可知 f1,f2, · · · ,fn 是 V 的一组基, 并且 φ 在这组

基下的表示矩阵为 P−1MP =M ′ =

A′ O

C ′ B′

. 令 W = L(fr+1, · · · ,fn), 则容易验

证 W 是 n− r 维 φ–不变子空间.

[问题 2021S09] 由于 AB 的 Jordan 标准型为 Jn(0), 故 AB 的特征值全为零且

(AB)n−1 6= O. 由特征值的降阶公式可知 BA 的特征值也全为零, 于是 BA 的特

征多项式为 λn. 再由 O 6= (AB)n−1 = A(BA)n−2B 可知 (BA)n−2 6= O. 于是 BA 的

极小多项式 λk 满足 k > n− 2. 下面分两种情况讨论.

(1)若 BA的极小多项式为 λn−1,则 BA的初等因子组为 λ, λn−1,于是 BA的 Jordan

标准型为 diag{0,Jn−1(0)}. 例如, A = diag{1, · · · , 1, 0}, B = Jn(0), 则 AB = Jn(0),

BA = diag{Jn−1(0), 0}.
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(2) 若 BA 的极小多项式为 λn, 则 BA 的初等因子组为 λn, 于是 BA 的 Jordan 标准

型也为 Jn(0). 例如, A = In, B = Jn(0), 则 AB = BA = Jn(0).

[问题 2021S10] 由 (1) 在 (3) 中令 B = In, 则对任意的 A ∈ S, A3 = A 成立. 特别

地, S 中的矩阵均可对角化, 且特征值只可能是 0, 1,−1. 再由 (2) 和 (3) 可知, 对任意

的 A,B ∈ S, AB = (AB)3 = BA, 即 S 中任意两个矩阵乘法可交换. 由高代白皮书

例 6.44 可知, S 中的矩阵可同时对角化. 考虑到特征值的限制, 不难得到 ♯S ≤ 3n.

[问题 2021S11] (1) 设 e1, e2, · · · , e2n 是 2n 维的标准单位列向量, 置换矩阵 P =

(e1, en+1, e2, en+2, · · · , en, e2n), 由 [问题 2019A03] 可知 P 是正交阵, 并且不难验证

P ′JP = diag{S,S, · · · ,S}. 也可以利用有理标准型来证明. 显然, S 是多项式 λ2+1的

Frobenius块. 由白皮书例 2.72可知 λI2n−J =

∣∣∣∣∣∣λIn −In
In λIn

∣∣∣∣∣∣ = |(λ2+1)In| = (λ2+1)n.

注意到 J2 + I2n = O, 故 J 的极小多项式为 λ2 + 1. 由于 λ2 + 1 是实数域上的不可约

多项式, 故 J 的不变因子组为 1, · · · , 1, λ2 + 1, · · · , λ2 + 1, 再由有理标准型理论可知, J

相似于 F = diag{F (λ2 + 1), · · · ,F (λ2 + 1)} = diag{S, · · · ,S}.

(2) 由 A′J + JA = O 可得 J−1A′J = −A. 注意到相似关系与幂级数相容以及

e−A = (eA)−1, 故 (etA)−1 = e−tA = eJ−1(tA′)J = J−1etA′
J , 于是 J = etA′

JetA.

(3) 由 (1) 可知 J2 = −I2n, 故

etJ = I2n +
tJ

1!
+

(tJ)2

2!
+

(tJ)3

3!
+

(tJ)4

4!
+ · · ·

= (1− t2

2!
+

t4

4!
− t6

6!
+ · · · )I2n + (

t

1!
− t3

3!
+

t5

5!
− t7

7!
+ · · · )J

= cos tI2n + sin tJ .

[问题 2021S12] 参考高代白皮书例 8.47.

[问题 2021S13] 参考高代白皮书例 8.72.

[问题 2021S14] 参考高代白皮书例 8.15.

[问题 2021S15] 参考高代白皮书第 9 章解答题 4.

[问题 2021S16] 参考高代白皮书例 9.54.

[问题 2021S17] 参考高代白皮书例 9.98.

[问题 2021S18] 参考高代白皮书例 9.137.
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[问题 2021A01] 求下列 n 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 · · · an−1

a 1 a · · · an−2

a2 a 1 · · · an−3

...
...

...
...

an−1 an−2 an−3 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2021A02] 求下列 n 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−2
1 (x2 + x3 + · · ·+ xn)

n

1 x2 · · · xn−2
2 (x1 + x3 + · · ·+ xn)

n

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n (x1 + x2 + · · ·+ xn−1)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[问题 2021A03] 设多项式 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an, A 是 f(x) 的友阵

(空白处全为零):

A =



−an

1 −an−1

. . .
...

. . .
...

1 −a1


.

设 n 阶矩阵 X 满足 XA = A′X, 求证: X 是对称阵.

[问题 2021A04] 求下列行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 + n− 1 a1 + a2 a1 + a3 · · · a1 + an

a1 + a2 a22 + 1 1 · · · 1

a1 + a3 1 a23 + 1 · · · 1
...

...
...

...

a1 + an 1 1 · · · a2n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



§ 1.15 21 级高等代数 I 每周一题 107

[问题 2021A05] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足:

AB = A+ amB
m + am−1B

m−1 + · · ·+ a1B,

其中 am + am−1 + · · ·+ a1 6= 0. 求证: AB = BA.

[问题 2021A06] 若 n 阶实方阵 P 满足 PP ′ = In, 则称 P 为正交阵. 设 S 为 n 阶实

反对称阵全体构成的集合, T = {P 为 n 阶正交阵且满足 In + P 可逆}.

(1) 对任意的 A ∈ S, 由高代白皮书例 2.30 可知 In + A 可逆, 定义 φ(A) = (In −

A)(In +A)−1, 证明: φ 是从 S 到 T 的映射.

(2) 对任意的 P ∈ T , 定义 ψ(P ) = (In − P )(In + P )−1, 证明: ψ 是从 T 到 S 的映射.

(3) 证明: ψφ = IdS , φψ = IdT , 其中 IdS , IdT 表示 S, T 上的恒等映射, 即 φ,ψ 实

现了集合 S 与 T 之间的一一对应.

(4) 设 n 阶实反对称阵

A =



0 1 1 · · · 1

−1 0 1 · · · 1

−1 −1 0 · · · 1
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 0


,

试求 φ(A) = (In −A)(In +A)−1.

[问题 2021A07] 设 A,B 为 n (n ≥ 2) 阶方阵, 满足 AB = BA, 证明: AB∗ = B∗A,

其中 B∗ 是 B 的伴随阵.

[问题 2021A08] 设 {α1,α2, · · · ,αp} 是 Km 中 p 个线性无关的 m 维列向量, {β1,β2,

· · · , βq} 是 Kn 中 q 个线性无关的 n 维列向量. 证明: {αi · β′
j (1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q)}

是 pq 个线性无关的 m× n 矩阵.

[问题 2021A09] 设 A 为列满秩的 m× n 实矩阵.

(1) 求证: A′A 为非异阵.

(2) 设 A 的第一列元素全为 1, 令 P = A(A′A)−1A′, 求证: P 所有的主对角元素都大

于等于
1

m
.

[问题 2021A10] 设 (V, + , · ) 是数域 K 上的线性空间, 映射 φ : S → V 是从集合 S 到

V 的一个双射. 设 a, b ∈ S, k ∈ K, 定义 S 上的加法 ⊕ 为: a ⊕ b = φ−1(φ(a) + φ(b));
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定义 K 关于 S 的数乘 ◦ 为: k ◦ a = φ−1(k ·φ(a)).

(1) 证明: (S, ⊕ , ◦ ) 是数域 K 上的线性空间, 并且 φ : S → V 是线性同构;

(2) 在 [问题 2021A06] 中, n 阶实反对称阵全体构成的集合 S 是实数域上的线性空间,

请定义集合 T = {P 为 n 阶正交阵且满足 In + P 可逆} 上的加法和数乘 (写出具体的

表达式), 使得 T 成为实数域上的线性空间, 并且 ψ : T → S 成为线性同构.

[问题 2021A11] 设 m × n 矩阵 A 的秩为 r, 证明: 存在分解 A = BC (其中 B 是

m× r 矩阵, C 是 r × n 矩阵) 的充分必要条件是 B 的 r 个列向量是 A 的 n 个列向量

张成线性空间的一组基, 或者 C 的 r 个行向量是 A 的 m 个行向量张成线性空间的一

组基. 此时, A = BC 是 A 的满秩分解.

[问题 2021A12] 设 n 阶方阵 A 的秩等于 r, k 为常数. 证明: A2 = kA 的充分必要条

件是对 A 的任一满秩分解 A = BC 都有 CB = kIr.

注 本题是第三届全国大学生数学竞赛决赛一道代数试题的推广.

[问题 2021A13] 设 V, U 分别是数域 K 上的 n,m 维线性空间, φ : V → U 是线性映

射. 证明:

(1) 存在 K 上的线性空间 W , 满线性映射 ξ : V → W , 以及单线性映射 i : W → U , 使

得 φ = i ◦ ξ;

(2) 若另外存在 K 上的线性空间 W1, 满线性映射 ξ1 : V → W1, 以及单线性映射

i1 : W1 → U , 使得 φ = i1 ◦ ξ1, 则存在线性同构 η : W → W1, 使得 ξ1 = η ◦ ξ,

i = i1 ◦ η.

注 本题是矩阵的满秩分解的几何版本, 请用几何方法进行证明.

[问题 2021A14] 设 V 是 n 维复线性空间, φ 是 V 上的线性变换. 证明: 可将 V 看成

是 2n 维实线性空间 V0, φ 看成是 V0 上的实线性变换 φ0, 并且 det(φ0) = | det(φ)|2,

其中 | · | 表示复数的模长.

注 因为线性变换在不同基下的表示矩阵是相似的, 而且矩阵的行列式在相似关系下不

改变, 所以线性变换的行列式定义为它的任一表示矩阵的行列式.

[问题 2021A15] (1) 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 是整系数多项式,

1 ≤ k ≤ n. 设存在素数 p, 使得 p ∤ an, p | ak−1, p | ak−2, · · · , p | a0, p2 ∤ a0, 证明: f(x)

有一个次数大于等于 k 的不可约因子.
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(2) 设 n ≥ 2 为正整数, p 为素数, 证明: xn + (p+ 2)xn−1 + p 在有理数域上不可约.

♣ ♣ ♣

§ 1.15 解答或提示

[问题 2021A01] 将 |A| 的第 i − 1 行乘以 −a 加到第 i 行上 (i = n, · · · , 2), 可得一个

上三角行列式, 其主对角元依次为 1, 1− a2, · · · , 1− a2, 于是 |A| = (1− a2)n−1.

[问题 2021A02] 记 s = x1 + x2 + · · ·+ xn, 则 |A| 的第 (i, n) 元素可展开为

(x1 + · · ·+ x̂i + · · ·+ xn)
n = (s− xi)

n =
n∑

k=0

(−1)kCk
ns

n−kxk
i .

将 |A| 的第 j 列乘以 (−1)jCj−1
n sn−j+1 加到第 n 列上 (j = 1, · · · , n − 1), 得到行列式

的最后一列的元素为 (−1)n−1nsxn−1
i + (−1)nxn

i , 再对最后一列进行拆分, 由高代白皮

书例 1.32 可得

|A| = (−1)n−1ns

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−2
1 xn−1

1

1 x2 · · · xn−2
2 xn−1

2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xn−2
1 xn

1

1 x2 · · · xn−2
2 xn

2

...
...

...
...

1 xn · · · xn−2
n xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1ns

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) + (−1)ns
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

= (−1)n−1(n− 1)
n∑

i=1

xi

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

[问题 2021A03]设X = (xij),则由XA = A′X 经具体的计算可得 xij = xi+1,j−1 (1 ≤

i ≤ n−1, 2 ≤ j ≤ n). 因此对任意的 1 ≤ i < j ≤ n,有 xij = xi+1,j−1 = · · · = xj−1,i+1 =

xji, 即 X 为对称阵.

[问题 2021A04] 由矩阵乘法以及高代白皮书例 1.4 可得

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 1 · · · 1

1 a2

1 a3
...

. . .

1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 1 · · · 1

1 a2

1 a3
...

. . .

1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

(
a1a2 · · · an −

n∑
i=2

a2 · · · âi · · · an

)2

.

[问题 2021A05] 设 g(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · · + a1x, 则由带余除法可知 g(x) =

(x − 1)h(x) + g(1), 其中 g(1) = am + am−1 + · · · + a1 6= 0. 由条件可知 A(B −

In) = g(B) = h(B)(B − In) + g(1)In, 经整理可得 (A − h(B))(B − In) = g(1)In,

即有
1

g(1)
(A − h(B))(B − In) = In. 于是 (B − In)

1

g(1)
(A − h(B)) = In, 即有

(B − In)(A− h(B)) = g(1)In, 经整理可得 BA = A+ g(B) = AB. 进一步, 由上述讨

论可得 A−h(B) = g(1)(B−In)−1,再由高代白皮书例 6.86可知 (B−In)−1 是 B−In
的多项式, 从而也是 B 的多项式, 于是 A 也可表示为 B 的多项式. 本题是高代白皮书

例 2.21 的推广.

[问题 2021A06] (1) 即证明 φ(A) 是正交阵且 In + φ(A) 可逆, 具体的验证过程留给

读者完成.

(2) 即证明 ψ(P ) 是反对称阵, 具体的验证过程留给读者完成.

(3) 即证明 ψφ(A) = A 以及 φψ(P ) = P , 具体的验证过程留给读者完成. 本题的背景

可参考高代白皮书例 9.122.

(4) 对分块矩阵 (In +A --In −A) 实施初等行变换, 可求出 (In +A)−1(In −A) = (In −

A)(In +A)−1 = φ(A). 具体的计算过程留给读者完成, 结果为 φ(A) =

O −In−1

1 O

.

[问题 2021A07] 参考高代白皮书第 2 章解答题 12 (高代 I 的证法). 也可以利用高代白

皮书例 6.87 直接得到结论 (高代 II 的证法).

[问题 2021A08] 参考高代白皮书第 3 章解答题 3. 也可以利用线性同构来证明. 将

{α1, · · · ,αp} 扩张为 Km 的一组基 {α1,α2, · · · ,αm}, 将 {β1, · · · ,βq} 扩张为 Kn 的一

组基 {β1,β2, · · · ,βn}. 令 P = (α1,α2, · · · ,αm), Q = (β1,β2, · · · ,βn), 则 P ,Q 分别

为 m,n阶非异阵. 考虑Mm×n(K)上的线性变换 φ(X) = PXQ′,由高代白皮书例 4.16

类似的讨论可知 φ 是自同构. 设 ei (1 ≤ i ≤ m), fj (1 ≤ j ≤ n) 分别为 m,n 维标准单

位列向量, 注意到基础矩阵 {Eij = ei · f ′
j (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)} 构成了 Mm×n(K) 的

一组基, 并且 φ(Eij) = P (ei · f ′
j)Q

′ = (Pei) · (Qfj)′ = αi · βj , 故 {αi · β′
j (1 ≤ i ≤

m, 1 ≤ j ≤ n)} 也构成了 Mm×n(K) 的一组基. 特别地, {αi · β′
j (1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q)}

是 pq 个线性无关的 m× n 矩阵.



§ 1.15 21 级高等代数 I 每周一题 111

[问题 2021A09] (1) 由高代白皮书例 3.76 可知 r(A′A) = r(A) = n, 又 A′A 是 n 阶方

阵, 从而是非异阵.

(2) 由 P = A(A′A)−1A′ 可得 P 2 = A(A′A)−1A′A(A′A)−1A′ = A(A′A)−1A′ = P ,

PA = A(A′A)−1A′A = A, 以及 P ′ = P . 设 P = (pij), 则由 P 2 = P 可得

pii =
m∑
j=1

p2ij (1 ≤ i ≤ m); 由 PA = A 以及 A 的第一列元素全为 1 可得
m∑
j=1

pij =

1 (1 ≤ i ≤ m); 最后由 Cauchy 不等式可得

1 =

(
m∑
j=1

pij

)2

≤ m

(
m∑
j=1

p2ij

)
= mpii, 1 ≤ i ≤ m,

于是 pii ≥
1

m
.

[问题 2021A10] (1) 容易验证 S 上的加法 ⊕ 和数乘 ◦ 满足线性空间的八条公理 (细

节留给读者完成), 从而 S 是数域 K 上的线性空间. 由定义可知双射 φ : S → V 满足

φ(a⊕ b) = φ(a) + φ(b) 和 φ(k ◦ a) = k ·φ(a), 于是 φ : S → V 是线性同构.

(2) 由 (1) 中的定义方式, 对任意的 P ,Q ∈ T , k ∈ R, 经计算可得 (细节留给读者完成):

P ⊕Q = (In + P )−1(−In + P +Q+ 3PQ)(3In + P +Q− PQ)−1(In + P ),

k ◦ P =
(
(1− k)In + (1 + k)P

)(
(1 + k)In + (1− k)P

)−1
.

[问题 2021A11] 设 A = (α1,α2, · · · ,αn) 为 A 的列分块, B = (β1,β2, · · · ,βr) 为 B

的列分块, C = (cij)r×n, 则分解 A = BC 等价于下列形式行向量的乘积

(α1,α2, · · · ,αn) = (β1,β2, · · · ,βr)C, (1.15.1)

这也等价于

αj =
r∑

i=1

cijβi, 1 ≤ j ≤ n. (1.15.2)

设 A 的列向量张成的子空间为 UA = L(α1,α2, · · · ,αn), B 的列向量张成的子空间为

UB = L(β1,β2, · · · ,βr). 先证必要性. 若存在分解 A = BC, 则由秩的基本不等式可得

r = r(A) ≤ r(B) ≤ min{m, r} = r, 故 r(B) = r. 同理可证 r(C) = r, 因此 A = BC 是

A 的满秩分解. 由 r(B) = r 可知 B 的列向量 β1,β2, · · · ,βr 线性无关, 从而是 UB 的

一组基. 由 (1.15.2) 式可知 UA ⊆ UB, 又 dimUA = r(A) = r = dimUB, 故 UA = UB,
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于是 β1,β2, · · · ,βr 是 UA 的一组基. 再证充分性. 任取 UA = L(α1,α2, · · · ,αn) 的一

组基 β1,β2, · · · ,βr, 并按列分块的方式拼成 m × r 矩阵 B = (β1,β2, · · · ,βr), 由此可

得 (1.15.2) 式和 (1.15.1) 式, 从而得到分解 A = BC. 同理可证关于矩阵 C 的结论.

[问题 2021A12] 先证充分性. 若对某一满秩分解 A = BC 有 CB = kIn, 则 A2 =

(BC)(BC) = B(CB)C = kBC = kA. 再证充分性. 任取 A 的一个满秩分解

A = BC, 代入 A2 = kA 中可得 B(CB)C = B(kIr)C. 注意到 r(B) = r(C) = r, 故

由高代白皮书例 3.91 可知 B 存在左逆, C 存在右逆, 于是可在上式中从左边消去 B,

从右边消去 C, 最后得到 CB = kIr. 若 k 6= 0, 也可以利用高代白皮书例 3.95 和例

3.92 (2) 给出另一证明, 具体细节留给读者完成.

[问题 2021A13] (1) 令 W = Imφ 且 ξ : V → W 与 φ 有相同的映射法则, 即

ξ(v) = φ(v), 显然 ξ : V → W 是满线性映射. 注意到 W = Imφ 是 U 的子空间,

故令 i : W → U 为嵌入映射, 即 i(w) = w, 显然 i : W → U 为单线性映射且 φ = i ◦ ξ.

(2) 我们来构造线性同构 η : W → W1, 使得下图交换:

V
ξ // //

ξ1     B
BB

BB
BB

B

φ

  
W � � i //

η

��

U

W1

. � i1

>>||||||||

对任意的 φ(α) ∈ W = Imφ, 定义 η(φ(α)) = ξ1(α). 我们首先来验证这个定义不依赖

于代表元的选取. 事实上,若 φ(α) = φ(β),则有 i1(ξ1(α)−ξ1(β)) = 0,由于 i1 是单射,

故 ξ1(α) = ξ1(β), 即有 η(φ(α)) = η(φ(β)), 于是 η 是定义好的映射, 并且容易验证它

是一个线性映射 (留给读者自行完成). 由 η 的定义可知 ηξ = ξ1, 即上图中左边的三角

形可交换. 对任意的 φ(α) ∈ W = Imφ, 有 i1η(φ(α)) = i1ξ1(α) = φ(α) = i(φ(α)),

于是 i1η = i, 即上图中右边的三角形可交换. 对任意的 w1 ∈ W1, 由于 ξ1 是满射,

故存在 v ∈ V , 使得 w1 = ξ1(v), 于是 η(φ(v)) = ξ1(v) = w1, 于是 η 是满射. 若

η(φ(α)) = 0, 则 0 = i1η(φ(α)) = i(φ(α)) = φ(α), 于是 η 是单射. 综上所述,

η : W → W1 是满足上述交换图的线性同构.

[问题 2021A14] 设 e1, e2, · · · , en 是 V 的一组基, φ 在这组基下的表示矩阵为 A ∈

Mn(C), 并且 A = ReA + iImA 为矩阵 A 的实虚部加法分解. 若将 V 看成是实数域

上的线性空间 V0, φ 看成是 V0 上的线性变换 φ0, 则由高代白皮书例 3.32 的注可知,
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e1, e2, · · · , en, ie1, ie2, · · · , ien 是 V0 的一组基, 并且由表示矩阵的定义可知 φ0 在这组

基下的表示矩阵为

ReA −ImA

ImA ReA

. 由高代白皮书例 2.71 可知

det(φ0) =

∣∣∣∣∣∣ReA −ImA

ImA ReA

∣∣∣∣∣∣ = |ReA+ iImA||ReA− iImA| = |A||A|

= det(φ)det(φ) = | det(φ)|2.

本题的推广可参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15088633.html.

[问题 2021A15] (1) 对 f(x) 的次数 n 进行归纳. n = 1 时结论显然成立. 设次数小于

n时结论成立, 现证明 n次的情形. 若 f(x)在 Q上不可约, 则结论显然成立. 下设 f(x)

在 Q 上可约, 从而可分解为两个次数小于 n 的整系数多项式的乘积:

f(x) = (btx
t + bt−1x

t−1 · · ·+ b1x+ b0)(csx
s + cs−1x

s−1 + · · ·+ c1x+ c0).

由 p | a0 = b0c0, p2 ∤ a0 不妨设 p | b0, p ∤ c0. 由 p ∤ an = btcs 可得 p ∤ bt, p ∤ cs. 因此, 存

在正整数 l ≤ t, 使得 p | b0, p | b1, · · · , p | bl−1, 但 p ∤ bl. 我们断言 l ≥ k. 否则若 l < k,

则 p | al = b0cl + b1cl−1 + · · · + bl−1c1 + blc0, 由此可得 p | blc0, 这与假设矛盾. 对次数

小于 n 的整系数多项式 btx
t + bt−1x

t−1 · · · + b1x + b0 用归纳假设可得此多项式有一个

次数大于等于 l 的不可约因子, 这也是 f(x) 的次数大于等于 l 的不可约因子.

(2)注意到 p ∤ an, p | ai (0 ≤ i ≤ n−2), p2 ∤ a0,故由 (1)可知 f(x) = xn+(p+2)xn−1+p

有一个次数大于等于 n − 1 的不可约因子. 若此不可约因子的次数等于 n, 则 f(x) 即

为 Q 上的不可约多项式. 若此不可约因子的次数等于 n − 1, 则 f(x) 还有一个次数等

于 1 的因子, 从而 f(x) 有有理根. 由于 f(x) 的有理根只能是 ±1, ±p, 但经计算可知

f(1) 6= 0, f(−1) 6= 0, f(p) 6= 0, f(−p) 6= 0, 矛盾. 因此, f(x) 是 Q 上的不可约多项式.
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§ 1.16 21 级高等代数 II 每周一题

[问题 2022S01] 设 x1, · · · , xn, y1, · · · , ym 都是未定元,

f(x) = (x− x1) · · · (x− xn) = xn − σ1x
n−1 + · · ·+ (−1)nσn,

g(x) = (x− y1) · · · (x− ym) = xm − τ1x
m−1 + · · ·+ (−1)mτm,

其中 σ1, · · · , σn 是 x1, · · · , xn 的初等对称多项式, τ1, · · · , τm 是 y1, · · · , ym 的初等对称

多项式. 设 R(f, g) 是多项式 f(x) 与 g(x) 的结式 (高代教材定义 5.10.1), 则 R(f, g) 是

关于 x1, · · · , xn, y1, · · · , ym 的多元多项式. 请用行列式求值的 “求根法” (高代白皮书

§ 1.8) 证明:

R(f, g) =
n∏

i=1

m∏
j=1

(xi − yj).

注 由本题可得到高代教材定理 5.10.2 的另一证明.

[问题 2022S02] 求下列 n+ 1 阶方阵 A 的特征值和特征向量:

A =



n −n

1 n− 2 1− n

2
. . .

. . .

. . .
. . . −1

n −n


.

[问题 2022S03]设 n阶复方阵 A,B 满足 A+B = AB,求证: A的特征值 λ1, · · · , λn

和 B 的特征值 µ1, · · · , µn 经过适当的排序后, 可满足 λi + µi = λiµi (1 ≤ i ≤ n). 特别

地, A 是幂零阵当且仅当 B 是幂零阵.

[问题 2022S04] 设 A 为 n 阶复方阵, 则存在非异阵 P , 使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . .

...

λn

 .
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可取到复数 c1, c2, · · · , cn, 使得当 0 < t � 1 时, λ1 + c1t, λ2 + c2t, · · · , λn + cnt 互不相

同. 令

At = P


λ1 + c1t ∗ · · · ∗

λ2 + c2t · · · ∗
. . .

...

λn + cnt

P
−1,

则当 0 < t � 1 时, At 有 n 个不同的特征值 (于是可对角化), 并且 lim
t→0+

At = A, 这就

是矩阵 A 的可对角化摄动. 请用上述摄动法 (不用 Kronecker 积) 求 V = Mm×n(C) 上

的线性变换 φ 的特征值, 其中 A ∈ Mm(C) 的特征值为 λ1, · · · , λm, B ∈ Mn(C) 的特

征值为 µ1, · · · , µn:

(1) φ(X) = AXB;

(2) φ(X) = AX −XB.

[问题 2022S05] 求证下列三对角矩阵可对角化:

A =



0 1

n− 1 0 2

n− 2 0 3

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . n− 1

1 0


.

[问题 2022S06] 设 A,B 分别是数域 K 上的 m,n 阶矩阵, 它们在复数域 C 中有公共

的特征值. 证明: 存在非零矩阵 C ∈ Mm×n(K), 使得 AC = CB.

[问题 2022S07] 设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵, 其特征多项式等于极小多项式, 证明:

矩阵方程 XA = A′X 的解是 K 上的对称阵.

[问题 2022S08] 设 V 为 n 阶复方阵全体构成的线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为

φ(X) = AX −XA, 其中 A ∈ V . 证明: φ 可对角化的充分必要条件是 A 可对角化.

注 本题是第二届全国大学生数学竞赛决赛某道代数试题的推广.

[问题 2022S09] 设 V 为 n 阶复方阵全体构成的线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为

φ(X) = JXJ , 其中 J = Jn(0) 是特征值为 0 的 n 阶 Jordan 块. 试求 φ 的 Jordan 标
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准型.

[问题 2022S10] 设 a 为实数, 求下列 n 阶实对称阵的正负惯性指数:

A =



1 a a2 · · · an−1

a 1 a · · · an−2

a2 a 1 · · · an−3

...
...

...
...

an−1 an−2 an−3 · · · 1


.

[问题 2022S11] 设 A = (aij) 为 n 阶正定实对称阵, B = (bij) 为 n 阶半正定实对称阵

且主对角元全大于零, 证明: Hadamard 乘积 A ◦B = (aijbij) 是正定实对称阵.

注 本题是高代白皮书例 8.43 的推广.

[问题 2022S12] 设 A 为 n 阶实对称阵, B 为 n 阶半正定实对称阵, 满足 |A+ iB| = 0.

求证: 存在 n 维非零实列向量 α, 使得 Aα = Bα = 0.

注 本题是复旦大学数学学院 21 级高等代数 I 期末考试第八大题的推广.

[问题 2022S13] 设实二次型 f(x) = x′Ax, 其中 n 阶实矩阵 A 未必对称且 |A| < 0.

求证: 存在实数 a1, a2, · · · , an, 使得 f(a1, a2, · · · , an) < 0.

注 本题是高代白皮书例 8.23 的推广.

[问题 2022S14] 设 A,B 都是 n 阶半正定实对称阵, 求证: 1

n
tr(AB) ≥ |A| 1

n |B| 1
n , 并

求等号成立的充要条件.

[问题 2022S15] 证明: n 维欧氏空间 V 中, 两两夹角大于直角的向量个数至多是 n+ 1

个, 并举例说明能取到 n+ 1 个这样的向量.

[问题 2022S16]请将 [问题 2021A06]中的一一对应推广到 n阶酉阵和 n阶斜 Hermite

阵的情形, 并用酉阵和斜 Hermite 阵的酉相似标准型理论说明这个一一对应的本质.

[问题 2022S17] 设 A,B 为 n 阶实方阵, 其中 A 的 n 个特征值都是正实数, 并且满足

AB +BA′ = 2AA′. 证明:

(1) B 必为对称阵;

(2) A 为对称阵当且仅当 A = B, 也当且仅当 tr(B2) = tr(AA′);

(3) |B| ≥ |A|, 等号成立当且仅当 A = B.

注 本题是复旦大学数学学院 20 级高代 I 期中考试第七大题的推广.
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[问题 2022S18] 设 A 为 n 阶实方阵, 证明: tr(A)2 ≤ r(A) · tr(A′A), 并求等号成立的

充要条件.

♣ ♣ ♣

§ 1.16 解答或提示

[问题 2022S01] 首先注意到在结式 R(f, g) 的前 m 行元素中, 未定元 xi 的最高次数

都是 1 且与 yj 无关; 后 n 行元素中, 未定元 yj 的最高次数都是 1 且与 xi 无关, 故在

R(f, g) 的表达式中, xi 的最高次数为 m, yj 的最高次数为 n. 其次对任意的 1 ≤ i ≤ n,

1 ≤ j ≤ m, 若 xi = yj , 则 f(x), g(x) 有公共根, 于是由结式的性质可知 R(f, g) = 0, 再

由高代白皮书 § 1.8 求根法的原理可知 R(f, g) = c
n∏

i=1

m∏
j=1

(xi − yj), 其中 c 为常数. 最

后将 x1, x2, · · · , xn 看作主未定元, 并将其排序如下: x1 � x2 � · · · � xn, 则 R(f, g) 的

首项出现在右上角 m 阶子式的主对角线上, 从而由 Laplace 展开可得 R(f, g) 的首项为

σm
n = (x1x2 · · ·xn)

m, 于是 c = 1. 也可以代入一些特殊值计算 R(f, g), 从而得到 c = 1.

[问题 2022S02] 由 [问题 2016A01] 可知 |λIn+1 −A| = λn+1, 于是 A 的特征值全为零.

求解线性方程组 Ax = 0, 其中 x = (x1, x2, · · · , xn+1)
′, 由第一个方程可解得 x1 = x2,

由第二个方程可解得 x2 = x3, · · · , 由第 n 个方程可解得 xn = xn+1, 于是特征值 0 的

特征向量为 k(1, 1, · · · , 1)′, 其中 k 6= 0.

[问题 2022S03] 由高代白皮书例 2.21 可知 AB = BA, 再由高代白皮书例 6.40 可知

A,B 可同时上三角化, 即存在非异阵 P , 使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . .

...

λn

 , P−1BP =


µ1 ∗ · · · ∗

µ2 · · · ∗
. . .

...

µn

 .

比较等式 P−1AP+P−1BP = (P−1AP )(P−1BP )两边矩阵的主对角元即得 λi+µi =

λiµi (1 ≤ i ≤ n). A 为幂零阵当且仅当所有的 λi = 0, 由上式可知这当且仅当所有的

µi = 0, 这也当且仅当 B 为幂零阵.

[问题 2022S04] 先证明一个结论. 设 λ0 是 m 阶方阵 A 的特征值, α 是对应的特征向

量, 即 Aα = λ0α. 设 µ0 是 n 阶方阵 B 的特征值, 则它也是 B′ 的特征值, 再设 β 是
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对应的特征向量, 即 B′β = µ0β. 令 X0 = αβ
′, 则 X0 6= O 且满足

AX0B = Aαβ′B = (Aα)(B′β)′ = λ0µ0αβ
′ = λ0µ0X0

AX0 −X0B = Aαβ′ −α(B′β)′ = (λ0 − µ0)αβ
′ = (λ0 − µ0)X0.

(1) 取复数 c1, c2, · · · , cm, d1, d2, · · · , dn, 使得当 0 < t � 1 时, (λi + cit)(µj + dit) (1 ≤

i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) 互不相同. 设 P ,Q 分别为 m,n 阶非异阵, 使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . .

...

λm

 , Q−1BQ =


µ1 ∗ · · · ∗

µ2 · · · ∗
. . .

...

µn

 ,

考虑矩阵 A,B 的摄动

At = P


λ1 + c1t ∗ · · · ∗

λ2 + c2t · · · ∗
. . .

...

λm + cmt

P
−1,

Bt = Q


µ1 + d1t ∗ · · · ∗

µ2 + d2t · · · ∗
. . .

...

µn + dnt

Q
−1,

则由一开始的讨论以及假设可知, 当 0 < t � 1 时, (λi + cit)(µj + dit) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤

j ≤ n) 是线性变换 φt(X) = AtXBt 的全体特征值, 于是

|λIV −φt| =
m∏
i=1

n∏
j=1

(
λ− (λi + cit)(µj + dit)

)
.

上式两边都是关于 t 的连续函数, 令 t → 0+, 取极限可得

|λIV −φ| =
m∏
i=1

n∏
j=1

(λ− λiµj),
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即 φ 的全体特征值为 λiµj (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

(2) φ 的全体特征值为 λi − µj (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). 解法类似, 细节留给读者完成.

[问题 2022S05]由 [问题 2018A04]可得 λIn−A = (λ−n+1)(λ−n+3) · · · (λ+n−1),

于是 A 有 n 个不同的特征值 n− 1, n− 3, · · · ,−(n− 1), 从而 A 可对角化.

[问题 2022S06] 设 A = (aij) ∈ Mm(K), B = (bij) ∈ Mn(K), 则存在非零矩阵 C =

(xij) ∈ Mm×n(K), 使得 AC = CB 等价于下列线性方程组在 K 中存在非零解:
m∑

k=1

aikxkj −
n∑

l=1

xilblj = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. (1.16.1)

设齐次线性方程组 (1.16.1) 的系数矩阵为 K 上的 mn 阶方阵M . 由高代白皮书例 6.91

的证明可知, 若 A,B 在 C 中有公共的特征值, 则存在非零矩阵 C ∈ Mm×n(C), 使得

AC = CB, 这等价于方程组 (1.16.1) 在 C 中存在非零解, 于是由线性方程组的求解理

论可知 |M | = 0. 再次利用线性方程组的求解理论可知, 方程组 (1.16.1) 在 K 中存在

非零解. 更多类似的题目可参考教学论文 [18]. 本题还可用矩阵的 Kronecker 积来证明,

请参考高代白皮书例 6.91 的证法 2.

[问题 2022S07] 设 f(λ) 是 A 的特征多项式, 也是 A 的极小多项式, 则由有理标准型

理论可知, 存在非异阵 P ∈ Mn(K), 使得 P−1AP = F = C(f(x)) 为 A 的有理标准型

(由一个友阵 C(f(x)) 构成). 由 XA = A′X 可得 (P ′XP )F = F ′(P ′XP ), 再由 [问

题 2021A03] 可得 P ′XP = Y 为对称阵, 从而 X = (P−1)′Y P−1 也为对称阵.

[问题 2022S08] 参考高代白皮书例 6.58 及其延拓.

[问题 2022S09] 设 Eij (1 ≤ i, j ≤ n) 为 n 阶基础矩阵, 为书写方便起见, 约定 E0,j =

O (1 ≤ j ≤ n), Ei,n+1 = O (1 ≤ i ≤ n), 经简单的计算可得 φ(Eij) = JEijJ =

Ei−1,j+1 (1 ≤ i, j ≤ n). 我们可将 Mn(C) 的这组基 Eij (1 ≤ i, j ≤ n) 适当地调整顺序,

构成 φ 的所有 Jordan 块对应的循环子空间的循环轨道:

轨道 1 J1(0) : E11 → O;

轨道 2 J2(0) : E21 → E12 → O;

轨道 3 J3(0) : E31 → E22 → E13 → O;

· · · · · · · · · · · ·

轨道 n− 1 Jn−1(0) : En−1,1 → · · · → E1,n−1 → O;

轨道 n Jn(0) : En1 → En−1,2 → · · · → E1n → O;
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轨道 n+ 1 Jn−1(0) : En2 → En−1,3 · · · → E2n → O;

· · · · · · · · · · · ·

轨道 2n− 3 J3(0) : En,n−2 → En−1,n−1 → En−2,n → O;

轨道 2n− 2 J2(0) : En,n−1 → En−1,n → O;

轨道 2n− 1 J1(0) : Enn → O.

因此, φ 的 Jordan 标准型为

diag{J1(0),J2(0), · · · ,Jn−1(0),Jn(0),Jn−1(0), · · · ,J2(0),J1(0)}.

也可以利用矩阵的 Kronecker 积来求解. 注意到 φk(X) = JkXJk, 故由高代白皮书例

6.102 可知, φk 在基础矩阵 Eij 构成的一组基下的表示矩阵为 Jk ⊗ (Jk)′, 再由高代白

皮书例 6.99 可知, 对任意的 1 ≤ k ≤ n, 有 r(φk) = r(Jk ⊗ (Jk)′) = r(Jk) r((Jk)′) =

(n − k)2. 注意到 φn = 0, 即 φ 是幂零线性变换, 从而其特征值全为零. 最后由高代

白皮书例 7.52 可知, 在 φ 的 Jordan 标准型中, Jk(0) (1 ≤ k ≤ n − 1) 的个数等于

(n− k+1)2 + (n− k− 1)2 − 2(n− k)2 = 2; Jn(0) 的个数等于 1, 由此可得 φ 的 Jordan

标准型为 diag{J1(0),J1(0),J2(0),J2(0), · · · ,Jn−1(0),Jn−1(0),Jn(0)}.

[问题 2022S10] 将 A 的第 i− 1 行乘以 −a 加到第 i 行上, 再将第 i− 1 列乘以 −a 加

到第 i 列上 (i = n, · · · , 2), 最后可得一个对角阵 diag{1, 1− a2, · · · , 1− a2}, 于是

(1) 若 a = ±1, 则 A 的正惯性指数为 1, 负惯性指数为 0;

(2) 若 −1 < a < 1, 则 A 的正惯性指数为 n, 负惯性指数为 0;

(3) 若 a < −1 或 a > 1, 则 A 的正惯性指数为 1, 负惯性指数为 n− 1.

[问题 2022S11] 因为 B 是半正定阵, 故存在实矩阵 C, 使得 B = C ′C. 设 C = (cij),

则 bij =
n∑

k=1

ckickj . 作二次型

f(x) = x′(A ◦B)x =
n∑

i,j=1

aijbijxixj =
n∑

i,j=1

( n∑
k=1

aij(ckickj)xixj

)
=

n∑
k=1

( n∑
i,j=1

aij(ckixi)(ckjxj)
)
=

n∑
k=1

y′
kAyk,

其中 yk = (ck1x1, ck2x2, · · · , cknxn)
′. 当 x 6= 0 时, 不妨设某个分量 xs 6= 0. 由于

0 < bss =
n∑

k=1

c2ks, 故存在某个 crs 6= 0, 于是 yr 有一个分量 crsxs 6= 0, 从而 yr 6= 0. 因

此由 A 的正定性可得 f(x) > 0, 于是 f 是正定型, 从而 A ◦B 是正定阵.
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[问题 2022S12] 参考高代白皮书例 8.73.

[问题 2022S13] 参考高代白皮书例 8.23 的延拓 (第 471 页).

[问题 2022S14] 参考高代白皮书例 8.69.

[问题 2022S15] 参考高代白皮书例 9.6.

[问题 2022S16] 参考高代白皮书例 9.102.

[问题 2022S17] 参考高代白皮书例 9.116.

[问题 2022S18] 参考高代白皮书例 9.136.
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§ 2.1 13 级高等代数期末考试大题

[13 级高代 I 期末 07] 设 A 为数域 K 上的 n 阶非异阵, 证明: 对任意的对角阵

B ∈ Mn(K), A−1BA 均为对角阵的充分必要条件是

A = P1P2 · · ·Pr,

其中 Pi (1 ≤ i ≤ r) 均为第一类初等阵 (即对换 In 的某两行) 或第二类初等阵 (即非零

常数乘以 In 的某一行).

[13 级高代 I 期末 08] 设 V 为数域 K 上的 n 维线性空间, φ 为 V 上的线性变换, 且

存在非零向量 α ∈ V , 使得 V = L(α,φ(α),φ2(α), · · · ).

(1) 证明: {α,φ(α), · · · ,φn−1(α)} 为 V 的一组基.

(2) 设 φn(α) = −a0α− a1φ(α)− · · · − an−1φ
n−1(α), 令

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ K[x].

证明: 如果 f(x) 在数域 K 上至少有两个互异的首一不可约因式, 则存在非零向量

β,γ ∈ V , 使得

V = L(β,φ(β),φ2(β), · · · )⊕ L(γ,φ(γ),φ2(γ), · · · ).

[13 级高代 II 期末 07] 设 A,B 是 n 阶实对称阵, 满足 AB +BA = O. 证明: 若 A

半正定, 则存在正交阵 P , 使得

P ′AP = diag{λ1, · · · , λr, 0, · · · , 0}, P ′BP = diag{0, · · · , 0, µr+1, · · · , µn}.

122
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[13 级高代 II 期末 08] 设 A 为 n 阶实矩阵, A′A 的全体特征值为 λ2
1, λ

2
2, · · · , λ2

n, 其

中 0 ≤ λi ≤ 1 (1 ≤ i ≤ n). 证明:

|In −A| ≥ (1− λ1)(1− λ2) · · · (1− λn).

♣ ♣ ♣

§ 2.1 解答或提示

[13 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3554128.html.

[13 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3554225.html.

[13 级高代 II 期末 07] 参考高代白皮书例 9.70.

[13 级高代 II 期末 08] 参考高代白皮书例 9.133.
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§ 2.2 14 级高等代数期末考试大题

[14 级高代 I 期末 07] 设 V 为数域 K 上的 n 维线性空间, S = {v1,v2, · · · ,vm} 为 V

中的向量组, 定义集合

RS =
{
(a1, a2, · · · , am) ∈ Km | a1v1 + a2v2 + · · ·+ amvm = 0

}
.

再取 V 中的向量组 T = {u1,u2, · · · ,um}. 证明:

(1) RS 是 Km 的线性子空间;

(2) 存在线性变换 φ 使得 φ(vi) = ui (1 ≤ i ≤ m) 的充分必要条件是 RS ⊆ RT ;

(3) 存在线性自同构 φ 使得 φ(vi) = ui (1 ≤ i ≤ m) 的充分必要条件是 RS = RT .

[14 级高代 I 期末 08] 设 A,B 均为 m× n 矩阵, 满足 r(A+B) = r(A) + r(B), 证明:

存在 m 阶非异阵 P , n 阶非异阵 Q, 使得

PAQ =


Ir O O

O O O

O O O

 , PBQ =


O O O

O Is O

O O O

 .

[14 级高代 II 期末 07] 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足 AB = BA = O, r(A) = r(A2), 求

证: r(A+B) = r(A) + r(B).

[14 级高代 II 期末 08] 设 A,B 为 n 阶半正定实对称阵, 求证: AB 可对角化.

♣ ♣ ♣

§ 2.2 解答或提示

[14 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4248239.html, 或高代

白皮书第 4 章解答题 14.

[14 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/4248435.html, 或高代

白皮书第 4 章解答题 15.

[14 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5163914.html, 或高

代白皮书例 7.68.

[14 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5165247.html, 或高

代白皮书例 9.73.
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§ 2.3 15 级高等代数期末考试大题

[15 级高代 I 期末 07] 设 A,B,C 分别为 m× n, p× q 和 m× q 矩阵, 证明:

r

A C

O B

 = r(A) + r(B)

成立的充分必要条件是矩阵方程 AX + Y B = C 有解, 其中 X,Y 分别为 n × q 和

m× p 未知矩阵.

[15 级高代 I 期末 08] 设 V 为数域 K 上的 n 维线性空间, φ 为 V 上的线性变换. 子

空间 C(φ,α) = L(α,φ(α),φ2(α), · · · ) 称为 φ 关于 V 中向量 α 的循环子空间. 若非

零多项式 f(x) ∈ K[x] 满足 f(φ)(α) = 0, 则称 f(x) 是 φ 在 α 处的零化多项式.

(1) 证明: 对 V 中任一非零向量 α, 必存在 φ 在向量 α 处的零化多项式.

(2) 设 V = C(φ,α1) ⊕ C(φ,α2) ⊕ · · · ⊕ C(φ,αm), 其中 α1,α2, · · · ,αm 是 V 中的非

零向量, fi(x) 是 φ 在 αi 处的零化多项式. 证明: 若 f1(x), f2(x), · · · , fm(x) 是 K 上

互异的首一不可约多项式, 则 φ 的任一不变子空间必为
⊕
i∈I

C(φ,αi) 的形式, 其中 I 是

{1, 2, · · · ,m} 的子集 (注: I 为空集时对应于零子空间).

[15 级高代 II 期末 06] 设 n 阶复方阵 A 的特征多项式为 f(λ), 复系数多项式 g(λ) 满

足 (f(g(λ)), g′(λ)) = 1. 证明: 存在 n 阶复方阵 B, 使得 g(B) = A.

[15 级高代 II 期末 07] 设 A,B,C 分别为 m×m, n× n, m× n 复矩阵, 矩阵

M =

A C

O B


可对角化. 求证: 矩阵方程 AX −XB = C 必有解.

[15 级高代 II 期末 08] 设 A,B 为 n 阶正定实对称阵, 其算术平方根记为 A
1
2 , B 1

2 . 证

明: 若 A−B 为半正定阵, 则 A
1
2 −B 1

2 也是半正定阵.

♣ ♣ ♣

§ 2.3 解答或提示

[15 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5165464.html, 或高代

白皮书例 3.90.
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[15 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5166937.html.

[15 级高代 II 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5629625.html, 或高

代白皮书第 7 章解答题 12.

[15 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5629102.html.

[15 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/5628881.html, 或高

代白皮书例 9.79.



§ 2.4 16 级高等代数期末考试大题 127

§ 2.4 16 级高等代数期末考试大题

[16 级高代 I 期末 06] 设 A 为数域 K 上的 2n 阶反对称阵, α 为 2n 维列向量, x 为未

定元, 证明:

|A+ xαα′| = |A|.

[16 级高代 I 期末 07] 设 A,B 均为 m× n 实矩阵, 满足 A′B +B′A = O. 证明:

r(A+B) ≥ max{r(A), r(B)},

并且等号成立的充分必要条件是存在 m 阶方阵 P , 使得 B = PA 或 A = PB.

[16 级高代 I 期末 08] 设 V 为数域 K 上的线性空间, V1, V2 分别是 V 的 n 维, m 维子

空间, 使得 V1 6⊆ V2. 设 {e1, e2, · · · , en} 为 V1 的一组基, 证明: 可从这组基中选取固定

的几个向量, 使得它们与 V2 的任一组基 {f1,f2, · · · ,fm} 拼在一起均可成为 V1 + V2 的

一组基.

[16 级高代 II 期末 06] 设 A 为 n 阶半正定实对称阵, S 为 n 阶实反对称阵, 满足

AS + SA = O. 证明: |A+ S| > 0 的充要条件是 r(A) + r(S) = n.

[16 级高代 II 期末 07] 设 n 阶复方阵 A 的特征多项式为 f(λ), 复系数多项式 g(λ) 满

足 (f(λ), g′(λ)) = 1. 证明: A 可对角化的充要条件是 g(A) 可对角化.

[16 级高代 II 期末 08] 设 φ 是欧氏空间 V 上的线性算子, g(λ) 是 φ 的极小多项式.

证明: φ 是正规算子的充要条件是, 对 g(λ) 的任一首一不可约因式 gi(λ), 以下两个条

件都成立:

(1) V = Ker gi(φ) ⊥ Im gi(φ);

(2) 任取 Ker gi(φ) 中两个正交的向量 α,β, 则 φ(α) 与 φ(β) 也正交.

♣ ♣ ♣

§ 2.4 解答或提示

[16 级高代 I 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6268962.html.

[16 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6268825.html.

[16 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/6268175.html.
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[16 级高代 II 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/7123731.html, 或高

代白皮书例 9.71.

[16 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/7123084.html, 或高

代白皮书例 7.39.

[16 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/7119343.html, 或高

代白皮书例 9.111.
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§ 2.5 17 级高等代数期末考试大题

[17 级高代 I 期末 06]设Mn(K)为数域 K上的 n阶方阵全体构成的线性空间, A,B ∈

Mn(K), Mn(K) 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = AXB. 证明: φ 是幂零线性变换 (即

存在正整数 k, 使得 φk = 0) 的充分必要条件为 A,B 中至少有一个是幂零阵.

[17 级高代 I 期末 07] 设 U, V,W 均为数域 K 上的非零线性空间, φ : V → U 和

ψ : U → W 是线性映射, 满足 r(ψφ) = r(φ). 证明: 存在线性映射 ξ : W → U , 使得

ξψφ = φ.

[17 级高代 I 期末 08] 设 n 阶实方阵 A 满足 AA′ = cA′A, 其中 c 为非零实数. 证明:

若 r(A) = r ≥ 1, 则 A 至少有一个 r 阶主子式非零.

[17 级高代 II 期末 06] 设 A 为 n 阶幂零阵 (即存在正整数 k, 使得 Ak = O), 证明:

eA 与 In +A 相似.

[17 级高代 II 期末 07] 设 A1,A2, · · · ,Am 为 n 阶实对称阵, 其中 A1 为正定阵, 并且

对任意的 2 ≤ i < j ≤ m, AiA
−1
1 Aj 都是对称阵. 证明: 存在非异实方阵 C, 使得

C ′A1C = In, C ′AiC = diag{λi1, λi2, · · · , λin}, 2 ≤ i ≤ m,

其中 {λi1, λi2, · · · , λin} 是 A−1
1 Ai 的全体特征值.

[17 级高代 II 期末 08] 设 m 阶复方阵 A 的全体不同特征值为 λ1, · · · , λk, 对应的几

何重数分别为 t1, · · · , tk; n 阶复方阵 B 的全体不同特征值为 µ1, · · · , µr, 对应的几何

重数分别为 s1, · · · , sr. 设 λ, µ 为复数, 若 λ = µ, 则定义 δλ,µ = 1; 若 λ 6= µ, 则定义

δλ,µ = 0. 证明: 矩阵方程 AX = XB 的解空间的维数大于等于
k∑

i=1

r∑
j=1

tisjδλi,µj
, 并且

上述不等式取等号的充分必要条件是 A,B 无公共特征值或者对 A,B 的任一公共特征

值 λ0, A,B 中至少有一个矩阵关于特征值 λ0 有完全的特征向量系.

♣ ♣ ♣

§ 2.5 解答或提示

[17 级高代 I 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8335634.html, 或高代

白皮书例 6.104.
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[17 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8334072.html.

[17 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8328951.html.

[17 级高代 II 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/9284947.html, 或高

代白皮书例 7.75.

[17 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/9284936.html, 或高

代白皮书例 9.127.

[17 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/9284893.html.
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§ 2.6 18 级高等代数期末考试大题

[18 级高代 I 期末 07] 设 V 为 n 维线性空间, φ,ψ 是 V 上的线性变换, 满足 φψ = φ.

证明: Kerφ ∩ Imψ = 0 的充要条件是 r(φ) = r(ψ).

[18 级高代 I 期末 08] 设 A,B 为 n 阶实方阵, 使得 A′B 是反对称阵. 证明:

r(A′B) ≤ r(A) + r(B)− r(A+B),

并确定等号成立的充分必要条件.

[18 级高代 II 期末 06] 设 A 为 n 阶实对称阵, 证明: A 有 n 个不同特征值的充要条

件是, 对 A 的任一特征值 λ0 及对应的特征向量 α, 矩阵A− λ0In α

α′ 0


均非异.

[18 级高代 II 期末 07] 证明: 存在 71 阶实方阵 A, 使得

A70 +A69 + · · ·+A+ I71 =



2019 2018 · · · · · · 1949

2019 2018 · · · 1950

2019 · · · 1951

. . .
. . .

...

. . . 2018

2019


.

[18 级高代 II 期末 08] 设 A,B,C 均为 n 阶半正定实对称阵, 使得 ABC 是对称阵,

即满足 ABC = CBA. 证明: ABC 也是半正定阵.

♣ ♣ ♣

§ 2.6 解答或提示

[18 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/10285893.html.

[18 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/10284225.html.
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[18 级高代 II 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/11137934.html, 或高

代白皮书第 9 章解答题 13.

[18 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/11137734.html, 或高

代白皮书例 7.76.

[18 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/11136078.html, 或高

代白皮书例 9.84.
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§ 2.7 19 级高等代数期末考试大题

[19 级高代 I 期末 06] 设 n (n > 1) 阶方阵 A 满足: 每行元素之和都等于 c, 并且

|A| = d 6= 0. 试求 A 的所有代数余子式之和
n∑

i,j=1

Aij .

[19 级高代 I 期末 07] 设 V 为 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, V = U ⊕W , 其

中 U,W 都是 φ–不变子空间. 证明:

(1)对任意的正整数 k, φ−k(U) := {v ∈ V | φk(v) ∈ U}和 φk(W ) := {φk(w) | w ∈ W}

都是 φ–不变子空间;

(2) 存在正整数 m, 使得对任意的 k ≥ m, φ−k(U) = φ−m(U), φk(W ) = φm(W ), 并且

V = φ−m(U)⊕φm(W ).

[19 级高代 I 期末 08] 设 A = (aij) 为 n (n > 1) 阶实对称阵, 满足: 每行元素之和都

等于零, 并且非主对角元素都小于等于零. 设指标集 Γ = {1, 2, · · · , n}, 两个指标 i 6= j

称为连通的, 如果存在一列指标 i = i1, i2, · · · , ik = j, 使得 ai1i2 < 0, ai2i3 < 0, · · · ,

aik−1ik < 0. 设指标集 Γ 分成 m 个连通分支 Γ1,Γ2, · · · ,Γm, 即同一连通分支内的不同

指标相连通, 不同连通分支之间的指标不连通. 证明: r(A) = n−m.

[19 级高代 II 期末 07] 设数域 K 上的 n (n ≥ 2) 阶方阵 A,B 满足 AB = O 且

tr(A∗) = 0, 证明: A∗B = O.

[19 级高代 II 期末 08] 设 n 阶复方阵M 的全体特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, 则M 的谱

半径 ρ(M) 定义为 ρ(M) = max
1≤i≤n

|λi|. 设 A,B 为 n 阶实方阵, 使得

A B

B′ A

 为半
正定实对称阵, 证明:

ρ(B) ≤ ρ(A).

♣ ♣ ♣

§ 2.7 解答或提示

[19 级高代 I 期末 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12203661.html.

[19 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12200725.html.

[19 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12199562.html.

[19 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/13735237.html.
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[19 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/13733836.html, 或高

代白皮书例 9.57.
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§ 2.8 20 级高等代数期末考试大题

[20 级高代 II 期末 07] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, B,C 为 n 阶半正定实对称阵, 使

得 BA−1C 为对称阵. 证明:

|A| · |A+B +C| ≤ |A+B| · |A+C|,

并求等号成立的充要条件.

[20 级高代 II 期末 08] 设 Mn(C) 是 n 阶复方阵全体构成的线性空间, Mn(C) 上的线

性变换 φ 定义为 φ(X) = AX ′A′, 其中 A ∈ Mn(C). 证明: φ 可对角化的充要条件是

A 可对角化.

♣ ♣ ♣

§ 2.8 解答或提示

[20 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/14975191.html, 或高

代白皮书例 9.128.

[20 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/14975188.html.
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§ 2.9 21 级高等代数期末考试大题

[21 级高代 I 期末 07] 设 A 为数域 K 上的 n (n > 1) 阶方阵, r(A) = n− 1, A∗ 是 A

的伴随矩阵. 记齐次线性方程组 Ax = 0 的解空间为 VA, A∗x = 0 的解空间为 VA∗ . 证

明: Kn = VA ⊕ VA∗ 成立的充要条件是 tr(A∗) 6= 0.

[21级高代 I期末 08]设A,C 为 n阶实对称阵,B为 n阶实方阵,D = diag{d1, d2, · · · ,

dn}, di > 0 (1 ≤ i ≤ n), 满足: ∣∣∣∣∣∣iA+D iB

B′ C

∣∣∣∣∣∣ = 0,

其中 i =
√
−1 为虚数单位. 证明: |B2 +C2| = 0.

[21 级高代 II 期末 06] 设 A 为 n 阶实正规阵, 求证: 存在特征值为 1 或 −1 的正交阵

P , 使得 P ′AP = A′.

[21 级高代 II 期末 07] 证明: 存在 n 阶实方阵 A, 使得

sinA =



1

2

1

4
· · · · · · 1

2n

1

2

1

4
· · · 1

2n−1

. . .
. . .

...

. . .
1

4
1

2


.

[21 级高代 II 期末 08] 设 A 为 n 阶正定实对称阵, B,C 为 n 阶实反对称阵, 使得

BA−1C 为对称阵. 证明:

|A| · |B +C| ≤ |A+B| · |A+C|,

并求等号成立的充分必要条件.

♣ ♣ ♣

§ 2.9 解答或提示

[21 级高代 I 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15819300.html.

[21 级高代 I 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15819282.html.



§ 2.9 21 级高等代数期末考试大题 137

[21 级高代 II 期末 06] 参考高代白皮书例 9.117.

[21 级高代 II 期末 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/16698869.html.

[21 级高代 II 期末 08] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/16698652.html, 或高

代白皮书例 9.130.
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§ 3.1 08 级高等代数期中考试大题

[08 级高代 I 期中 05] 设 λ1, λ2, · · · , λn 是数域 K 中 n 个不同的数, 整数 k 满足

1 ≤ k ≤ n− 1. 设

I



x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

λk−1
1 x1 + λk−1

2 x2 + · · ·+ λk−1
n xn = 0,

II


λk
1x1 + λk

2x2 + · · ·+ λk
nxn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

λn−1
1 x1 + λn−1

2 x2 + · · ·+ λn−1
n xn = 0,

并且线性方程组 I 的解空间为 V1, 线性方程组 II 的解空间为 V2, 证明: Kn = V1 ⊕ V2.

[08 级高代 I 期中 06] 设 A = (aij) 是 n (n ≥ 2) 阶非异整数方阵, 满足对任意的 i, j,

|A| 均可整除 aij , 证明: |A| = ±1.

[08 级高代 I 期中 07] 设 n 阶方阵 A 满足 Am = A, 其中 m 为正偶数, 证明: A+ In

是非异阵.

[08 级高代 II 期中 02] 设 x1, x2, · · · , xn 为多项式 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an 的

n 个根, 证明: x2, · · · , xn 的任一对称多项式均可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式.

[08 级高代 II 期中 03] 设 A 为有理数域上的 n 阶方阵, A 的特征多项式 f(λ) =

P1(λ)P2(λ) · · ·Pr(λ), 其中 P1(λ), P2(λ), · · · , Pr(λ) 为互异的首一不可约有理系数多项

138
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式. 证明: A 的极小多项式等于 f(λ), 并且 A 复相似于对角阵.

[08 级高代 II 期中 06] 设 A 为数域 K 上的 n 阶方阵, 证明: 若 A 的所有特征值都等

于 1 或 −1, 则 A 相似于 A−1. 举例说明此命题的逆命题不成立.

[08 级高代 II 期中 07] 设 A 为 n 阶复方阵, B =

A −A2

A2 A

 为 2n 阶复方阵. 证

明: 若 A 可对角化, 则 B 也可对角化.

♣ ♣ ♣

§ 3.1 解答或提示

[08 级高代 I 期中 05] 设方程组 I 的系数矩阵为 A1, 方程组 II 的系数矩阵为 A2, 则联

立方程组 I、II 得到的新方程组的系数矩阵为 A =

A1

A2

, 解空间为 V1 ∩ V2. 注意到

|A| =
∏

1≤i<j≤n

(λj − λi) 6= 0, 故 Ax = 0 只有零解, 即 V1 ∩ V2 = 0. 由于 A 是非异阵,

故也为行满秩阵, 于是 A1 的 k 个行向量线性无关, A2 的 n − k 个行向量也线性无关,

因此 r(A1) = k, r(A2) = n− k, 从而 dimV1 = n− k, dimV2 = n− (n− k) = k. 由于

dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = n− k + k = n = dimKn, 故 Kn = V1 ⊕ V2.

[08 级高代 I 期中 06] 参考高代白皮书例 1.42.

[08级高代 I期中 07]设m = 2k,则 xm−1 = (x2)k−1 = (x2−1)((x2)k−1+· · ·+x2+1) =

(x + 1)g(x), 其中 g(x) = (x − 1)(x2k−2 + · · · + x2 + 1). 将条件 Am = A 整理为

(Am − In) − (A + In) = −2In, 于是 (A + In)(g(A) − In) = −2In, 从而 A + In 是非

异阵, 且 (A+ In)
−1 = −1

2
(g(A)− In).

[08 级高代 II 期中 02]设 x1, x2, · · · , xn 的初等对称多项式为 σ1, σ2, · · · , σn, 则由韦达

定理可知 σi = (−1)iai (1 ≤ i ≤ n). 由对称多项式基本定理, 我们只要证明 x2, · · · , xn

的初等对称多项式 τk (1 ≤ k ≤ n − 1) 均可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式即可.

注意到对任意的 1 ≤ k ≤ n, 成立

σk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik

= x1

∑
2≤i2<···<ik≤n

xi2 · · ·xik +
∑

2≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik = x1τk−1 + τk,
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其中约定 τ0 = 1, τn = 0. 我们对 k 进行归纳. 当 k = 1 时, τ1 = σ1 − x1 = −a1 − x1,

结论成立. 假设 τk−1 可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式, 则 τk = σk − x1τk−1 =

(−1)kak − x1τk−1 也可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式.

[08 级高代 II 期中 03] 参考高代白皮书例 7.16.

[08 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 7.8. 简单的反例为 A = diag{J2(2),J2(
1

2
)}.

进一步的讨论可参考教学论文 [8] 的命题 2.

[08 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 6.56, 采用类似的方法. 设 α1,α2, · · · ,αn

是 A 的 n 个线性无关的特征向量, 满足 Aαi = λiαi (1 ≤ i ≤ n). 注意到A −A2

A2 A

αi

iαi

=(λi− iλ2
i )

αi

iαi

 ,

A −A2

A2 A

 αi

−iαi

=(λi+ iλ2
i )

 αi

−iαi

 .

通过定义不难验证

αi

iαi

,

 αi

−iαi

 (1 ≤ i ≤ n) 是线性无关的, 因此

A −A2

A2 A

 有
2n 个线性无关的特征向量, 从而可对角化.
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§ 3.2 09 级高等代数期中考试大题

[09 级高代 I 期中 03] 令 sinhx =
ex − e−x

2
. 证明: 当 n ≥ 3 时, 下列 n 阶行列式等于

零: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sinh(2α1) sinh(α1 + α2) · · · sinh(α1 + αn)

sinh(α2 + α1) sinh(2α2) · · · sinh(α2 + αn)
...

...
...

sinh(αn + α1) sinh(αn + α2) · · · sinh(2αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

[09 级高代 I 期中 05] 对于任意的实数 a, b, 计算下列 n 阶行列式的值:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ab+ 1 a 0 0 · · · 0 0

b ab+ 1 a 0 · · · 0 0

0 b ab+ 1 a · · · 0 0

0 0 b ab+ 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · ab+ 1 a

1 0 0 0 · · · b ab+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

[09 级高代 I 期中 06] 我们称实数域上无穷次可微的函数为光滑函数. 实数域上光滑

函数的全体构成的集合, 记为 C∞(R). 对于任意的 f ∈ C∞(R), 定义 f 的支撑集为

Supp f = {x ∈ R | f(x) 6= 0}. 集合 C∞(R)中, 支撑集为有界集的函数全体构成 C∞(R)

的子集, 记这个子集为 C∞
c (R).

(1) 证明: 集合 C∞(R) 和集合 C∞
c (R) 都是线性空间.

(2) 对于任意的正整数 n, 设 fn ∈ C∞
c (R) 并且有 Bn ⊂ Supp fn ⊂ Bn+1, 这里 Bn =

{x ∈ R | |x| ≤ n}. 求证: 集合 {fn}∞n=1 中, 任意有限个元素都线性无关.

[09 级高代 I 期中 07] 设矩阵 A = (aij) 是 n 阶矩阵, A 的 n 个子式:

|Ak| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, · · · , n,
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称为 A 的顺序主子式. 如果 A 的顺序主子式都不为零, 证明:

(1) 上 (下) 三角阵的乘积是上 (下) 三角阵, 可逆上 (下) 三角阵的逆阵是上 (下) 三角

阵.

(2) 存在唯一的主对角元全为 1 的下三角阵 L 和可逆上三角阵 U , 使得 A = LU .

[09 级高代 II 期中 02] 设 f(x) = xn+1 − (x+ 1)2n+1. 证明: 对任意的非负整数 n, 结

式 R(x2 + x+ 1, f(x)) 6= 0.

[09 级高代 II 期中 05] 试求下列方阵的 Jordan 标准型, 其中 a, b 为参数:

A =


1 0 0 0

a+ 2 1 0 0

5 3 1 0

7 6 b+ 4 1

 .

[09级高代 II期中 06]设A为有理数域上的 n阶方阵,其特征多项式为 P1(λ) · · ·Pk(λ),

其中 Pi(λ) (1 ≤ i ≤ k) 是有理数域上互异的首一不可约多项式. 证明: A 的有理标准型

只有一个 Frobenius 块, 并且 A 复相似于对角阵.

[09 级高代 II 期中 07] 设 N 为复数域上的 n 阶方阵, 满足 Nn = O 但 Nn−1 6= O.

问: 是否存在正整数 k > 1 以及矩阵 A, 满足 Ak = N? 若存在, 请给出例子. 若不存

在, 请给出证明.

♣ ♣ ♣

§ 3.2 解答或提示

[09 级高代 I 期中 03] 双曲正弦函数 sinhx =
ex − e−x

2
与双曲余弦函数 coshx =

ex + e−x

2
满足 sinh(x+ y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y). 由此公式可将原行列式

|A| 分解为两个矩阵乘积的行列式:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


sinh(α1) cosh(α1)

sinh(α2) cosh(α2)
...

...

sinh(αn) cosh(αn)

 ·

cosh(α1) cosh(α2) · · · cosh(αn)

sinh(α1) sinh(α2) · · · sinh(αn)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

再由 Cauchy-Binet 公式即得 |A| = 0.
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[09 级高代 I 期中 05]将原行列式的第一列拆分为 (ab+1, b, 0, · · · , 0)′+(0, 0, · · · , 0, 1)′,

于是原行列式等于两个行列式之和. 第一个行列式是三对角行列式, 由高代白皮书例

1.14 可知, 其值为 anbn + · · ·+ ab+ 1; 第二个行列式按第一列展开后是一个下三角行列

式, 主对角元全为 a, 于是其值为 (−1)n−1an−1. 因此, 原行列式 Dn = anbn + · · ·+ ab+

1 + (−1)n−1an−1 (n ≥ 3), D2 = a2b2 + ab+ 1, D1 = ab+ 1.

[09 级高代 I 期中 06] (1) 直接验证线性空间的 8 条公理. (2) 设 c1, c2, · · · , cn 为实数,

使得 c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x) = 0. 由条件 Bi ⊂ Suppfi ⊂ Bi+1 可知, 存在

xn ∈ Bn, 使得 fn(xn) 6= 0, fi(xn) = 0 (1 ≤ i ≤ n−1). 在上式中令 x = xn, 即得 cn = 0.

不断这样做下去, 可得 c1 = c2 = · · · = cn = 0, 于是 f1, f2, · · · , fn 线性无关. 特别地,

{fn}∞n=1 中, 任意有限个元素都线性无关.

[09 级高代 I 期中 07] (1) 参考高代白皮书例 2.8. (2) 参考高代教材第八章复习题 2,

或 https://www.cnblogs.com/torsor/p/3762452.html.

[09 级高代 II 期中 02] 注意到 x2 + x+ 1 的两个根为 ω, ω2, 其中 ω = −1

2
+

√
3

2
i, 代

入 f(x) 计算可知 f(ω) 6= 0, f(ω2) 6= 0, 于是 x2 + x+ 1 与 f(x) 没有公共根, 从而结式

R(x2 + x+ 1, f(x)) 6= 0.

[09 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.49.

[09 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 7.16.

[09 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 7.72 的注.
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§ 3.3 10 级高等代数期中考试大题

[10 级高代 I 期中 03]设 A与 B 都是实对称阵, C 是实反对称阵,满足 A2+B2 = C2.

证明: A = B = C = O.

[10 级高代 I 期中 04] 设 a1, a2, · · · , an 是 n 个互不相同的实数. 证明: ea1x, ea2x, · · · ,

eanx 在实数域 R 上线性无关.

[10 级高代 I 期中 05] 下列矩阵称为 n 阶循环矩阵

A =



a0 a1 a2 · · · an−2 an−1

an−1 a0 a1 · · · an−3 an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−4 an−3

...
...

...
...

...

a2 a3 a4 · · · a0 a1

a1 a2 a3 · · · an−1 a0


.

证明: 由数域 K 上全体 n 阶循环矩阵构成的集合 W 是 Mn(K) 的线性子空间, 并求 W

的维数.

[10 级高代 I 期中 07] 设 A 是 n 阶方阵, 证明: A3 = In 当且仅当 r(In −A) + r(In +

A+A2) = n.

[10 级高代 II 期中 04] 设 A =


1 a 0 2

0 1 0 −1

−3 4 1 3

0 0 0 1

, 其中 a 为参数, 试求 A 的 Jordan

标准型.

[10 级高代 II 期中 05] 设 n 阶方阵 A 的特征值全为 1 或 −1, 证明: A−1 与 A 相似.

[10 级高代 II 期中 06] 设 A 和 B 分别为 m× n 和 n×m 矩阵, 其中 m ≤ n. 若 AB

可对角化且 |AB| 6= 0, 证明: BA 也可对角化.

[10 级高代 II 期中 07] 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵, 若 A 相似于 K 上的分块对

角矩阵, 其中每个分块的阶数都小于 n, 则称 A 是 K 上的可约矩阵; 反之, 则称 A 是

K 上的不可约矩阵. 证明: A 在数域 K 上不可约当且仅当 A 的极小多项式 m(λ) 等
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于 A 的特征多项式 f(λ), 并且存在数域 K 上的不可约多项式 p(λ) 和正整数 k, 使得

m(λ) = p(λ)k.

♣ ♣ ♣

§ 3.3 解答或提示

[10 级高代 I 期中 03] 将条件改写为 AA′ + BB′ + CC ′ = O, 两边同时取迹, 由矩

阵迹的正定性可得 0 = tr(O) = tr(AA′) + tr(BB′) + tr(CC ′) ≥ 0, 从而 tr(AA′) =

tr(BB′) = tr(CC ′) = 0, 再次由矩阵迹的正定性可得 A = B = C = O.

[10 级高代 I 期中 04] 参考高代白皮书第 3 章解答题 2.

[10 级高代 I 期中 05] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html.

[10 级高代 I 期中 07] 参考高代白皮书例 5.77.

[10 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书第 7 章解答题 10.

[10 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.8.

[10 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 6.72.

[10 级高代 II 期中 07] 参考教学论文 [12] 的例 2.
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§ 3.4 11 级高等代数期中考试大题

[11 级高代 I 期中 02] 求 n (n ≥ 3) 阶行列式 |A| 的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos(θ1 − θ2) cos(θ1 − θ3) · · · cos(θ1 − θn)

cos(θ2 − θ1) 1 cos(θ2 − θ3) · · · cos(θ2 − θn)

cos(θ3 − θ1) cos(θ3 − θ2) 1 · · · cos(θ3 − θn)
...

...
...

...

cos(θn − θ1) cos(θn − θ2) cos(θn − θ3) · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[11 级高代 I 期中 05] 设 n 阶实方阵 A 满足 A2m + In = O, 其中 m 为正整数. 证明:

对任意的实数 a, A+ aIn 都是非异阵.

[11 级高代 I 期中 06] 设 1 ≤ k ≤ n− 1, 在下面两个数域 K 上的线性方程组中, x̂i 表

示 xi 不出现在方程中:

I


x̂1 + · · ·+ xk + xk+1 + · · ·+ xn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

x1 + · · ·+ x̂k + xk+1 + · · ·+ xn = 0,

II


x1 + · · ·+ xk + x̂k+1 + · · ·+ xn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

x1 + · · ·+ xk + xk+1 + · · ·+ x̂n = 0.

设方程组 I 的解空间为 V1, 方程组 II 的解空间为 V2. 求证: Kn = V1 ⊕ V2.

[11 级高代 I 期中 07] 设 A 是 n 阶方阵, 证明: r(An) = r(An+1) = r(An+2) = · · · .

[11 级高代 II 期中 04] 设 B 是复数域上的 n 阶幂零矩阵, 其幂零指数为 ℓ ≥ 1, 即

Bℓ = O, 但 Bℓ−1 6= O. 证明: ℓ ≤ 1 + r(B), 并求出等号成立的充分必要条件.

[11级高代 II期中 05]如果 n阶方阵R相似于分块对角阵 diag


0 1

1 0

 , 1, · · · , 1

,

则称方阵 R 为反射阵. 证明: 任一对合方阵 A (即满足 A2 = In) 都可分解为有限个反

射阵的乘积.

[11 级高代 II 期中 06] 设 n 阶可逆复方阵 A 的极小多项式的次数为 s, B = (bij) 是

s 阶方阵, 其中 bij = tr(Ai+j), 1 ≤ i, j ≤ s. 证明: 方阵 A 可对角化的充分必要条件是
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B 为非异阵.

[11 级高代 II 期中 07] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换. 若

存在非零向量 α ∈ V , 使得 V = L(α,φ(α),φ2(α), · · · ), 则称向量 α 为 φ 的循环向量.

证明: V 的每个非零向量都是 φ 的循环向量的充分必要条件为 φ 的特征多项式 f(λ)

是 K 上的不可约多项式.

♣ ♣ ♣

§ 3.4 解答或提示

[11 级高代 I 期中 02] 参考高代白皮书例 2.58.

[11 级高代 I 期中 05] 注意到 x2m − a2m = (x2)m − (a2)m 一定有因式 x2 − a2, 从

而有因式 x + a, 故可设 x2m − a2m = (x + a)g(x). 由假设 A2m + In = O 可得

−(a2m + 1)In = A2m − a2mIn = (A+ aIn)g(A). 由于对任意的实数 a, a2m + 1 > 0, 故

A+ aIn 都是非异阵, 且 (A+ aIn)
−1 = − 1

a2m + 1
g(A).

[11 级高代 I 期中 06] 设方程组 I 的系数矩阵为 A1, 方程组 II 的系数矩阵为 A2, 则联

立方程组 I、II 得到的新方程组的系数矩阵为 A =

A1

A2

, 解空间为 V1 ∩V2. 利用求和

法计算可得 |A| = (−1)n−1(n−1) 6= 0, 故 Ax = 0只有零解, 即 V1∩V2 = 0. 由于 A是

非异阵, 故也为行满秩阵, 于是 A1 的 k 个行向量线性无关, A2 的 n− k 个行向量也线

性无关, 因此 r(A1) = k, r(A2) = n− k, 从而 dimV1 = n− k, dimV2 = n− (n− k) = k.

由于 dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = n− k + k = n = dimKn, 故 Kn = V1 ⊕ V2.

[11 级高代 I 期中 07] 参考高代白皮书例 4.34.

[11 级高代 II 期中 04] 由假设可知幂零阵 B 的极小多项式为 λℓ, 因此可设 B 的

Jordan 标准型为 J = diag{Jr1(0), · · · ,Jrk(0)}, 其中 rk = ℓ. 于是 r(B) = r(J) =

(r1−1)+· · ·+(rk−1) ≥ ℓ−1,从而 ℓ ≤ 1+r(B),等号成立当且仅当 r1 = · · · = rk−1 = 1,

即当且仅当 B 的 Jordan 标准型为 J = diag{0, · · · , 0,Jℓ(0)}. 也可用有理标准型完全

类似地讨论. 本题的推广可参考高代白皮书例 7.22.

[11 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.43.

[11 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 7.38.

[11 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 7.17.
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§ 3.5 12 级高等代数期中考试大题

[12 级高代 I 期中 03] 设 n 阶行列式

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 0 1 · · · 1

x1 x2 · · · xk−1 1 xk+1 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
k−1 2xk x2

k+1 · · · x2
n

x3
1 x3

2 · · · x3
k−1 3x2

k x3
k+1 · · · x3

n

...
...

...
...

...
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
k−1 (n− 1)xn−2

k xn−1
k+1 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 1 ≤ k ≤ n.

试求
n∑

k=1

Dk 的值.

[12 级高代 I 期中 05] 设 A = (aij) 为 n 阶上三角阵, 其主对角元 a11, a22, · · · , ann 互

不相同.

(1) 设 n 阶方阵 B 与 A 乘法可交换, 即满足 AB = BA, 证明 B 也是上三角阵.

(2) 设

A =


1 1 1

0 0 1

0 0 −1

 , V = {B ∈ M3(R) | AB = BA}.

证明 V 是 M3(R) 的子空间, 并求 V 的维数.

[12 级高代 I 期中 06] 设 A = (aij) 为 n (n ≥ 2) 阶方阵, A∗ 为 A 的伴随阵, 试证明

以下结论.

(1) 若 r(A) = n, 则 r(A∗) = n.

(2) 若 r(A) = n− 1, 则 r(A∗) = 1, 且存在 n 维列向量 α, β, 使得 A∗ = αβ.

(3) 若 r(A) ≤ n− 2, 则 r(A∗) = 0, 即 A∗ = O.

[12 级高代 I 期中 07] 设 V 是数域 K 上的线性空间, U 是 V 的子空间. 若 W 是 V

的子空间且满足 V = U ⊕W , 则称 W 为 U 在 V 中的补空间. 证明: 若 U 是 V 的非

平凡子空间, 则 U 在 V 中的补空间有无限多个.

[12级高代 II期中 04]设 λ0是 n阶方阵A的一个特征值, diag{d1(λ), d2(λ), · · ·, dn(λ)}

为 λIn−A的法式. 证明: r(λ0In−A) = r当且仅当 (λ−λ0) ∤ dr(λ)但 (λ−λ0) | dr+1(λ).
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[12 级高代 II 期中 05] 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵, f(λ) = |λIn − A| 是 A 的

特征多项式, g(λ) =
f(λ)

(f(λ), f ′(λ))
. 证明: A 在复数域上可对角化的充分必要条件是

g(A) = O.

[12 级高代 II 期中 06] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换. 证

明: 存在空间的直和分解 V = V1 ⊕ V2, 使得 V1, V2 都是 φ 的不变子空间, 且 φ|V1
是幂

零线性变换, φ|V2
是可逆线性变换.

[12 级高代 II 期中 07] 设 A 为 n 阶非异复方阵, 证明: 对任意的正整数 m, 存在 n 阶

复方阵 B, 使得 A = Bm.

♣ ♣ ♣

§ 3.5 解答或提示

[12 级高代 I 期中 03] 记 D =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi) 为 Vandermonde 行列式的值, 则由行

列式的求导公式 (高代白皮书例 1.21) 并经简单计算可得 Dk =
∂D

∂xk

= D
∑
i ̸=k

1

xk − xi

,

于是
n∑

k=1

Dk = D
n∑

k=1

∑
i≠k

1

xk − xi

= D
∑

1≤i<k≤n

(
1

xk − xi

+
1

xi − xk

) = 0.

[12 级高代 I 期中 05] (1) 设 B = (bij), 证明思路是依次比较乘积 AB = BA 两边

的第 j 列 (j = 1, 2, · · · , n − 1) 的第 (i, j) 元素 (i = n, n − 1, · · · , j + 1), 最后可得

bij = 0 (i > j), 即 B 是上三角阵. 具体地, 注意到 A = (aij) 是主对角元互异的上三角

阵, 故比较乘积 AB = BA 两边的第 (n, 1) 元素可得 annbn1 = a11bn1, 于是 bn1 = 0; 再

比较乘积两边的第 (n− 1, 1) 元素可得 an−1,n−1bn−1,1 = a11bn−1,1, 于是 bn−1,1 = 0; · · · ;

最后比较乘积两边的第 (2, 1) 元素可得 a22b21 = a11b21, 于是 b21 = 0. 然后再依次比较

乘积两边的第 2, · · · , n− 1 列的元素即可得证.

(2) 容易验证 V 是 M3(R) 的子空间. 设 B = (bij) ∈ V , 代入 AB = BA, 经计算可得

B 具有如下形状:

B =


b12 + b22 b12 b12

0 b22 b23

0 0 b22 − b23

 = b22I3 + b12C + b23D,
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其中 C =


1 1 1

0 0 0

0 0 0

, D =


0 0 0

0 0 1

0 0 −1

. 容易验证 {I3,C,D} 线性无关, 从而是 V

的一组基, 于是 dimV = 3. 注意到 C +D = A, C −D = A2, 故 {I3,A,A2} 也是 V

的一组基. 本题高代 II 的证法可参考高代白皮书例 6.63 或例 7.26.

[12 级高代 I 期中 06] (1) 参考高代白皮书例 2.37. (2) 和 (3) 参考高代白皮书例 3.81.

也可以利用相抵标准型理论直接证明本题.

[12 级高代 I 期中 07] 设 dimV = n, dimU = m, 则 U 是 V 的非平凡子空间

意味着 m ≥ 1 且 n − m ≥ 1. 任取 U 的一组基 {e1, · · · , em}, 并将其扩张为 V

的一组基 {e1, · · · , em, em+1, · · · , en}. 令 Wt = L(tem + em+1, em+2, · · · , en), 其中

t ∈ K, 则由 {e1, · · · , em, tem + em+1, · · · , en} 仍为 V 的一组基可知 V = U ⊕ Wt,

即 Wt 是 U 的补空间. 我们断言: 若 t 6= s, 则 Wt 6= Ws. 用反证法, 若 Wt = Ws,

则由 tem + em+1 ∈ Ws 可知, tem + em+1 = cm+1(sem + em+1) + · · · + cnen, 从而

(cm+1s−t)em+(cm+1−1)em+1+· · ·+cnen = 0,于是 cm+1s−t = cm+1−1 = · · · = cn = 0.

由此可得 s = t, 矛盾. 因此, {Wt, t ∈ K} 是 U 的无限多个补空间.

[12 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 7.44.

[12 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.38 之前的说明.

[12 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 7.93 的几何版本.

[12 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 7.72.
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§ 3.6 13 级高等代数期中考试大题

[13 级高代 I 期中 03] 证明: 当 n ≥ 2 时, 下列等式成立:(
n∑

i=1

aici

)(
n∑

i=1

bidi

)
−

(
n∑

i=1

aidi

)(
n∑

i=1

bici

)
=

∑
1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)(cidj − cjdi).

[13 级高代 I 期中 04] 设 Kn 是数域 K 上的 n 维列向量空间, 任取 Kn 中 p + 1 个

列向量 γ, η1, · · · ,ηp, 证明: 存在正整数 m 和 K 上的 m × n 阶矩阵 A 以及 m 维列

向量 β, 使得线性方程组 Ax = β 的所有解都可以表示为 γ + k1η1 + · · · + kpηp, 其中

k1, · · · , kp ∈ K.

[13 级高代 I 期中 05] 设 P0(x) = 1, Pk(x) = xk + ak,1x
k−1 + · · · + ak,k 为 k 次实

系数多项式, 其中 1 ≤ k ≤ n − 1. 对给定的正值函数 w(x) > 0, 定义函数 K(x, y) =√
w(x)w(y)

n−1∑
k=0

Pk(x)Pk(y). 证明:

(1) n 阶方阵 (Pi−1(xj))n×n 的行列式等于
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi);

(2) 对任意的正值函数 f(x) > 0, 如下等式成立:

det
(
f(xi)

f(xj)
K(xi, xj)

)
n×n

=
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
2

n∏
j=1

w(xj).

[13 级高代 I 期中 06] 设 A,B 是数域 K 上的 m× n 阶矩阵, 证明:

r(A) + r(B) + r(A+B) ≥ r(A --B) + r

A
B

 ,

其中 (A --B) 和

A
B

 分别是 A 和 B 左右并列和上下并列得到的分块矩阵.

[13 级高代 I 期中 07] n 阶方阵 A = (aij)n×n 的 n 个子式

A

1 2 · · · k

1 2 · · · k

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, · · · , n,
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称为方阵 A 的顺序主子式. 设 n 阶实方阵 A 的顺序主子式都是正的, 并且非主对角线

上的元素都是负的, 证明: 逆阵 A−1 的每个元素都是正的.

[13 级高代 II 期中 04] 设数域 K 上的三阶矩阵 A,B,C,D 具有相同的特征多项式,

证明: 其中必有两个矩阵在 K 上相似.

[13 级高代 II 期中 05] 设 A 是 n 阶可逆复方阵, 证明: 存在可逆阵 B, 使得 B2 = A.

[13 级高代 II 期中 06] 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵, 并且存在 K 上的 n 阶方阵 B,

使得 AB −BA = aIn +A, 其中 a ∈ K, 试求 A 的特征多项式.

[13 级高代 II 期中 07] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, 其

极小多项式 m(λ) 和特征多项式 f(λ) 在 K 上的不可约因式分解为

m(λ) = P1(λ)
e1P2(λ)

e2 · · ·Pt(λ)
et , f(λ) = P1(λ)

r1P2(λ)
r2 · · ·Pt(λ)

rt ,

其中 P1(λ), · · · , Pt(λ) 是 K 上互异的首一不可约多项式. 证明: 对任意的 1 ≤ j ≤ t,

(1) 线性变换 Pj(φ)
ej 和 Pj(φ)

rj 有相同的核空间;

(2) 记 Wj 为线性变换 Pj(φ)
ej 的核空间, 则 φ|Wj

的极小多项式为 Pj(φ)
ej .

♣ ♣ ♣

§ 3.6 解答或提示

[13 级高代 I 期中 03] 考虑下列矩阵乘法:


n∑

i=1

aici
n∑

i=1

aidi
n∑

i=1

bici
n∑

i=1

bidi

 =

a1 a2 · · · an

b1 b2 · · · bn



c1 d1

c2 d2
...

...

cn dn

 ,

等式两边同取行列式, 右边用 Cauchy-Binet 公式计算即得结论.

[13 级高代 I 期中 04] 设 V0 = L(η1, · · · ,ηp), 则 V0 是 Kn 的真子空间. 由高代白皮书

例 3.103 可知, 存在 m × n 矩阵 A, 使得 V0 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解空间. 令

β = Aγ, 则线性方程组 Ax = β 的所有解都可以表示为 γ + k1η1 + · · · + kpηp, 其中

k1, · · · , kp ∈ K.

[13 级高代 I 期中 05] (1) 参考高代白皮书例 1.27.
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(2) 考虑下列矩阵乘法:

(
f(xi)

f(xj)
K(xi, xj)

)
n×n

=


f(x1)

√
w(x1)P0(x1) · · · f(x1)

√
w(x1)Pn−1(x1)

...
...

f(xn)
√
w(xn)P0(xn) · · · f(xn)

√
w(xn)Pn−1(xn)



·


1

f(x1)

√
w(x1)P0(x1) · · · 1

f(xn)

√
w(xn)P0(xn)

...
...

1

f(x1)

√
w(x1)Pn−1(x1) · · · 1

f(xn)

√
w(xn)Pn−1(xn)

 ,

等式两边同取行列式, 并提取等式右边两个行列式每行每列的公因子, 再利用 (1) 即得

要证的结论.

[13 级高代 I 期中 06] 考虑下列分块矩阵的初等变换:
A O O

O B O

O O A+B

→


A O O

O B O

O B A+B

→


A O O

O B −B

O B A



→


A O O

B B −B

−A B A

→


A O O

B B −B

O B A

→


A O O

B −B B

O A B

 ,

由于分块初等变换不改变矩阵的秩, 故计算头尾两个矩阵的秩, 并由高代白皮书例 3.61

和例 3.62 可得

r(A) + r(B) + r(A+B) ≥ r(A --B) + r

A
B

 .

[13 级高代 I 期中 07] 参考高代白皮书例 8.14, 证明过程完全类似.

[13 级高代 II 期中 04] 设 A,B,C,D 相同的特征多项式为 f(λ), 我们只要证明: 特征

多项式为 f(λ) 的数域 K 上的三阶矩阵, 其不变因子组 d1(λ), d2(λ), d3(λ) 只有三种可

能性, 那么 A,B,C,D 中至少有两个矩阵有相同的不变因子组, 从而它们在 K 上相似.

(1) 若 deg d3(λ) = 3, 则 d3(λ) = f(λ), 从而 d1(λ) = d2(λ) = 1, 此时不变因子组为

1, 1, f(λ).
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(2) 若 deg d3(λ) = 2, 则 deg d2(λ) = 1, d1(λ) = 1. 设 d2(λ) = λ− a, 其中 a ∈ K, 则由

d2(λ) | d3(λ) 可设 d3(λ) = (λ− a)(λ− b), 其中 b ∈ K, 于是 f(λ) = (λ− a)2(λ− b), 其

中 a 是 f(λ) 唯一的重数大于等于 2 的根, 此时不变因子组为 1, λ− a, (λ− a)(λ− b).

(3) 若 deg d3(λ) = 1, 则可设 d3(λ) = λ − a, 其中 a ∈ K. 由于 di(λ) | d3(λ),

d1(λ)d2(λ)d3(λ) = f(λ) 且 deg f(λ) = 3, 故 d1(λ) = d2(λ) = d3(λ) = λ − a, 此时

不变因子组为 λ− a, λ− a, λ− a.

[13 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.72.

[13 级高代 II 期中 06] 将条件整理为 (aIn +A)B −B(aIn +A) = aIn +A, 由高代

白皮书例 6.32 及其注可知, aIn +A 的特征值全为零, 从而 A 的特征值全为 −a, A 的

特征多项式为 (λ+ a)n.

[13 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 7.87.
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§ 3.7 14 级高等代数期中考试大题

[14 级高代 I 期中 05] 对矩阵 A = (aij)n×n 的行列式组合定义展开式中的每一项

(−1)N(k1,k2,...,kn)ak11ak22 · · · aknn,

其中 (k1, k2, . . . , kn) ∈ Sn, 若其取值为正, 称其为正项; 若其取值为负, 称其为负项. 求

下面行列式的展开式中有多少项为正项?

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 · · · −1

1 1 −1 · · · −1

1 1 1 · · · −1
...

...
...

...

1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[14 级高代 I 期中 06] 设数域 K 上的 n 阶方阵 A 满足 A2 = A, 且 V1, V2 分别是齐次

线性方程组 Ax = 0 和 (In −A)x = 0 在 Kn 中的解空间, 求证: Kn = V1 ⊕ V2.

[14 级高代 I 期中 07] 设 n 阶方阵 A 的每行元素之和以及每列元素之和都为 0, 求证:

A 的各元素的代数余子式 Aij 都相等.

[14 级高代 II 期中 03] 已知 6 阶矩阵 A 的行列式因子 D1(λ), · · · , D6(λ) 满足 λ3 |

D5(λ), 但 λ5 不能整除 D6(λ), 试求 A 的 Jordan 标准型.

[14 级高代 II 期中 04] 设 n 阶方阵 A,B,C,D 中 A,C 可逆, 求证: 存在可逆矩阵

P ,Q, 使得 A = PCQ, B = PDQ 的充分必要条件是 λA−B 与 λC −D 具有相同

的不变因子.

[14 级高代 II 期中 05] 设 6 阶矩阵

A =



a −b 0 0 0 0

b a 1 0 0 0

0 0 a −b 0 0

0 0 b a 1 0

0 0 0 0 a −b

0 0 0 0 b a


,
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其中 a, b 都是实数且 b 6= 0, 试求 A 的 Jordan 标准型.

[14 级高代 II 期中 06] 设 ai (1 ≤ i ≤ n) 都是实数且 a1 + a2 + · · ·+ an = 0, 证明下列

矩阵可对角化:

A =


a21 a1a2 + 1 · · · a1an + 1

a2a1 + 1 a22 · · · a2an + 1
...

...
...

ana1 + 1 ana2 + 1 · · · a2n

 .

[14 级高代 II 期中 07] 设 n 阶实矩阵 A 的所有特征值都是正实数, 证明: 对任一实对

称阵 C, 存在唯一的实对称阵 B, 满足 A′B +BA = C.

♣ ♣ ♣

§ 3.7 解答或提示

[14 级高代 I 期中 05] 将 |A| 的第一列分别加到后 n − 1 列上, 可得一个下三角行列

式, 其主对角元依次为 1, 2, · · · , 2, 于是 |A| = 2n−1. 设 |A| 的正项有 x 个, 负项有 y 个,

则 x+ y = n!. 又 |A| 的元素均为 1 或 −1, 故正项的值等于 1, 负项的值等于 −1, 从而

x− y = |A| = 2n−1, 于是 x =
1

2
(n! + 2n−1), y =

1

2
(n!− 2n−1).

[14 级高代 I 期中 06] 参考高代白皮书例 4.54.

[14 级高代 I 期中 07] 参考高代白皮书第 2 章解答题 14.

[14 级高代 II 期中 03] 注意到 D6(λ) 就是 A 的特征多项式, 故 degD6(λ) = 6. 由于

D5(λ) | D6(λ) 并且 d6(λ) =
D6(λ)

D5(λ)
就是 A 的极小多项式, 故 d6(λ) 与 D6(λ) 有相同的

根 (不计重数). 由假设 λ3 | D5(λ), 故 λ3 | D6(λ), 从而 λ | d6(λ), 于是 λ4 | D6(λ), 又

λ5 ∤ D6(λ), 故可设 D6(λ) = λ4(λ− a)(λ− b), 其中 ab 6= 0.

(1) 若 a 6= b, 则 a, b 也都是 d6(λ) 的根, 从而 D5(λ) = λ3, d6(λ) = λ(λ − a)(λ − b), 于

是 A 的初等因子组为 λ, λ, λ, λ, λ− a, λ− b, Jordan 标准型为 diag{0, 0, 0, 0, a, b}.

(2.1) 若 a = b 且 a 是 d6(λ) 的单根, 则 D5(λ) = λ3(λ − a), d6(λ) = λ(λ − a), 于是 A

的初等因子组为 λ, λ, λ, λ, λ− a, λ− a, Jordan 标准型为 diag{0, 0, 0, 0, a, a}.

(2.2) 若 a = b 且 a 是 d6(λ) 的重根, 则 D5(λ) = λ3, d6(λ) = λ(λ− a)2, 于是 A 的初等

因子组为 λ, λ, λ, λ, (λ− a)2, Jordan 标准型为 diag{0, 0, 0, 0,J2(a)}.
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[14 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 7.2.

[14 级高代 II 期中 05] 设 z0 = a + bi, z0 = a − bi, 则 A 的特征多项式 f(λ) =

|λI6 − A| = ((λ − a)2 + b2)3 = (λ − z0)
3(λ − z0)

3, 于是 A 的特征值为 z0 (3 重), z0
(3 重). 下面计算特征值 z0 的几何重数. 注意到 z0I6 − A 的前 5 行和后 5 列构成的

5 阶子式是一个下三角行列式, 主对角元分别为 b,−1, b,−1, b, 故其值等于 b3 6= 0, 于

是 r(z0I6 −A) = 5, 从而特征值 z0 的几何重数等于 6− r(z0I6 −A) = 1, 因此在 A 的

Jordan 标准型中, 特征值 z0 的 Jordan 块只有一个, 即为 J3(z0). 同理可证特征值 z0

的 Jordan 块只有一个, 即为 J3(z0), 因此 A 的 Jordan 标准型为 diag{J3(z0),J3(z0)}.

事实上, 本题中的 A 是实数域上的广义 Jordan 块. 实数域上的广义 Jordan 块的一般

定义可参考高代白皮书例 7.96.

[14 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 6.22 以及第 328 页的注.

[14 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 6.92.
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§ 3.8 15 级高等代数期中考试大题

[15 级高代 I 期中 06] 设 n 阶矩阵

A =


a21 − 1 a1a2 · · · a1an

a2a1 a22 − 1 · · · a2an
...

...
...

ana1 ana2 · · · a2n − 1

 ,

证明: r(A) ≥ n− 1, 并确定等号成立的充分必要条件.

[15 级高代 I 期中 07] 设 M2(R) 是二阶实矩阵全体构成的实线性空间, V 是 M2(R) 的

子空间, 满足 V 中所有的非零矩阵都是可逆矩阵. 证明: dimV ≤ 2, 并举例说明可以找

到 M2(R) 的满足上述性质的二维子空间.

[15级高代 II期中 02]设A为数域 K上的 n阶方阵,满足 r(A−In)+r(A2+A+In) =

n, 证明: A 在复数域上可对角化.

[15 级高代 II 期中 04] 设矩阵

A =


1 0 0 0

b a+ 1 0 0

3 b 2 0

5 4 a 2

 ,

试求 A 的一切可能的 Jordan 标准型, 并给出 A 可对角化的充分必要条件.

[15级高代 II期中 05]设 φ,ψ为 n维复线性空间 V 上的线性变换,满足 φ+ψ+φψ =

0. 问: 是否存在线性空间 V 的一组基, 使得 φ,ψ 在这组基下的表示矩阵均为上三角矩

阵? 若存在, 请证明; 若不存在, 请举出例子.

[15 级高代 II 期中 06] 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, 其极小多项

式为 m(λ). 设 α 是 V 中非零向量, 由 {α,φ(α),φ2(α), · · · } 张成的子空间 C(φ,α) 称

为 φ 关于循环向量 α 的循环子空间.

(1) 证明: m(λ) 为 K 上的不可约多项式的充分必要条件是 V 的任一非零 φ–不变子空

间 U 必为如下形式:

U = C(φ,α1)⊕ C(φ,α2)⊕ · · · ⊕ C(φ,αk),
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并且 φ|C(φ,αi) (1 ≤ i ≤ k) 的极小多项式都是 m(λ).

(2) 试构造四维实列向量空间上的线性变换 φ, 使得其极小多项式是二次不可约实系数

多项式, 并验证 φ 有无限个不变子空间.

[15 级高代 II 期中 07] 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵, 递归地定义矩阵序列 {Ak}∞k=1:

A1 = A, pk = −1

k
tr(Ak), Ak+1 = A(Ak + pkIn), k = 1, 2, · · · .

求证: An+1 = O.

♣ ♣ ♣

§ 3.8 解答或提示

[15 级高代 I 期中 06] 利用矩阵秩的降阶公式 (高代白皮书例 3.73) 来证明, 等号成立

的充分必要条件是 |A| = 0.

[15 级高代 I 期中 07] 参考 [问题 2015A07].

[15 级高代 II 期中 02] 参考高代白皮书第 6 章解答题 11.

[15 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 7.57.

[15 级高代 II 期中 05] 由 φ + ψ + φψ = 0 可得 (φ + IV )(ψ + IV ) = IV , 故

(ψ + IV )(φ + IV ) = IV , 即有 φ + ψ + ψφ = 0, 于是 φψ = ψφ. 再由高代白皮书例

6.40 可知, φ,ψ 可同时上三角化.

[15 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书例 7.18 和例 7.21.

[15 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书例 6.97.
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§ 3.9 16 级高等代数期中考试大题

[16 级高代 I 期中 04] 设 A = (aij) 是 n 阶非零实矩阵, 其中 n ≥ 3 为奇数. 设 Aij 为

aij 的代数余子式, 若对任意的 1 ≤ i, j ≤ n, aij +Aij = 0 成立, 试求 |A| 的值.

[16 级高代 I 期中 05] 设 a1, a2, · · · , an 是 n 个两两不同的实数, 求证: 在实数域上连

续函数全体构成的线性空间 V 中, 向量组 {ea1x
2

, ea2x
2

, · · · , eanx
2} 线性无关.

[16 级高代 I 期中 06] 设 n 阶方阵 A 为奇异阵且满足 tr(A∗) = 0, 求证: (A∗)2 = O.

[16 级高代 I 期中 07] 设 Mn(K) 为数域 K 上 n 阶方阵全体构成的线性空间, W 是由

Mn(K) 的子集 {AB −BA | A,B ∈ Mn(K)} 张成的子空间, 试求 W 的维数和一组基.

[16 级高代 II 期中 04] 求证: 存在 n 阶实方阵 A, 满足 A2 + 2A+ 5In = O 的充分必

要条件是 n 为偶数.

[16 级高代 II 期中 05] 设 n 阶复矩阵 A,B 满足 AB −BA = µB, 其中 µ 为非零复

数. 证明: 若 A 的全体不同特征值只有 k 个, 则∑
λ∈C

(
n− r(λIn −A)

)
≤ n− r(Bk).

[16 级高代 II 期中 06] 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, 满

足 φ 的极小多项式等于其特征多项式. 设 U 是 V 的任一非零 φ–不变子空间, 证明: 限

制变换 φ|U 的极小多项式也等于其特征多项式.

[16 级高代 II 期中 07] 设 V 是 n 阶复矩阵构成的线性空间, V 上的线性变换 φ 定义

为 φ(X) = AXA′, 证明: φ 可对角化的充分必要条件是 A 可对角化.

♣ ♣ ♣

§ 3.9 解答或提示

[16 级高代 I 期中 04] 由于 A 非零, 故存在某个 akl 6= 0. 注意到 Aij = −aij , 将 |A|

按第 k 行展开可得

|A| = ak1Ak1 + · · ·+ aklAkl + · · ·+ aknAkn = −(a2k1 + · · ·+ a2kl + · · ·+ a2kn) < 0.

条件 Aij = −aij (1 ≤ i, j ≤ n) 等价于 A∗ = −A′, 于是由高代白皮书例 2.38 可得

|A|n−1 = |A∗| = | −A′| = (−1)n|A| = −|A|, 即有 |A|n−2 = −1. 由于 |A| < 0, 故可得

|A| = −1.
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[16 级高代 I 期中 05] 设 c1, c2, · · · , cn 为实数, 使得 f(x) = c1ea1x
2

+ c2ea2x
2

+ · · · +

cneanx
2

= 0. 令 x = 0 可得 c1 + c2 + · · · + cn = 0. 对 f(x) 求导两次, 再令 x = 0

可得 c1(2a1) + c2(2a2) + · · · + cn(2an) = 0. 对 f(x) 求导四次, 再令 x = 0 可得

c1(2a1)
2 + c2(2a2)

2 + · · · + cn(2an)
2 = 0. 不断这样做下去, · · · , 对 f(x) 求导 2n − 2

次, 再令 x = 0 可得 c1(2a1)
n−1 + c2(2a2)

n−1 + · · · + cn(2an)
n−1 = 0. 把上面关于

c1, c2, · · · , cn 的方程联立起来, 得到线性方程组的系数行列式是关于 2a1, 2a2, · · · , 2an
的 Vandermonde 行列式, 由于 ai 互异, 故系数行列式非零, 从而线性方程组只有零解,

即 c1 = c2 = · · · = cn = 0, 于是 {ea1x
2

, ea2x
2

, · · · , eanx
2} 线性无关.

[16 级高代 I 期中 06] 若 r(A) ≤ n− 2, 则 A∗ = O, 结论显然成立. 若 r(A) = n− 1,

则 r(A∗) = 1, 于是存在非零列向量 α,β ∈ Kn, 使得 A∗ = αβ′. 注意到 0 = tr(A∗) =

tr(αβ′) = tr(β′α) = β′α, 故 (A∗)2 = (αβ′)(αβ′) = α(β′α)β′ = (β′α)αβ′ = O.

[16 级高代 I 期中 07] 设 V = {M ∈ Mn(K) | tr(M) = 0}, 由矩阵迹的线性容易

验证 V 是 Mn(K) 的子空间, 并且 {Eij (i 6= j), E11 − Eii (2 ≤ i ≤ n)} 是 V 的一组

基, 于是 dimV = n2 − 1. 再由矩阵迹的交换性容易验证 AB −BA ∈ V , 于是 W 是

V 的子空间. 对 V 的基向量 Eij (i 6= j), 有 Eij = EiiEij − EijEii ∈ W ; 对 V 的基

向量 E11 − Eii (2 ≤ i ≤ n), 有 E11 − Eii = E1iEi1 − Ei1E1i ∈ W . 因此 W = V ,

dimW = n2 − 1, W 的一组基为 {Eij (i 6= j), E11 −Eii (2 ≤ i ≤ n)}.

[16 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 7.21.

[16 级高代 II 期中 05]任取 A的特征值 λ0 及其特征向量 α, 即有 Aα = λ0α, 在等式

AB = BA + µB 两边作用 α 有 ABα = BAα + µBα = (λ0 + µ)Bα. 若 Bα 6= 0,

则 Bα 是 A 关于特征值 λ0 + µ 的特征向量. 在等式 AB = BA + µB 两边作用 Bα

有 AB2α = BABα + µB2α = (λ0 + 2µ)B2α. 若 B2α 6= 0, 则 B2α 是 A 关于特

征值 λ0 + 2µ 的特征向量. 不断这样讨论下去, · · · , 若 Bk−1α 6= 0, 则 Bk−1α 是 A 关

于特征值 λ0 + (k − 1)µ 的特征向量. 在等式 AB = BA + µB 两边作用 Bk−1α 有

ABkα = BABk−1α + µBkα = (λ0 + kµ)Bkα. 因为 λ0 + iµ (0 ≤ i ≤ k − 1) 已是 A

的 k 个不同特征值, 故 λ0 + kµ 不可能是 A 的特征值, 于是 Bkα = 0. 上述讨论告诉我

们, A 的任一特征向量都属于 KerBk, 于是 A 的所有特征子空间的直和包含于 KerBk

中, 两边同取维数即得要证的不等式. 事实上, 我们可以进一步证明 Bk = O, 具体细节
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请参考教学论文 [21] 的命题 2.

[16 级高代 II 期中 06] 当 K = C 时, 参考高代白皮书第 7 章解答题 8. 当 K 是一般的

数域时, 参考教学论文 [20] 的定理 2 和命题 1 (v).

[16 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书第 7 章解答题 6.
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§ 3.10 17 级高等代数期中考试大题

[17 级高代 I 期中 04] 证明: 对任一 n 阶方阵 M , 存在反对称阵 A, 迹为零的对称阵

B 和常数 c, 使得M = A+B + cIn, 并且 tr(M 2) = tr(A2) + tr(B2) +
1

n

(
tr(M)

)2.
[17 级高代 I 期中 05] 设 a, b, c 为实数, 求下列循环矩阵的秩:

A =


a b c

c a b

b c a

 .

[17 级高代 I 期中 06] 设矩阵 A,B,C,D 满足 r

A B

C D

 = r(A), 证明: 存在矩阵

M ,N , 使得 C =MA, B = AN , D =MAN .

[17 级高代 I 期中 07]设 n阶实方阵 A = (aij), 其中 aij = −aji (i 6= j)且 aii ≥ 0 (1 ≤

i ≤ n), 证明: |A| ≥ 0.

[17 级高代 II 期中 04] 设 n 阶方阵 A 的每行每列只有一个元素非零, 并且那些非零

元素为 1 或 −1, 证明: A 的特征值都是单位根.

[17 级高代 II 期中 05] 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵, 求证: A 的极小多项式的次数

小于等于 r(A) + 1.

[17 级高代 II 期中 06]设 A,B 是两个 n阶复方阵,且存在复数 a, b使得 AB−BA =

aA+ bB, 证明: 存在可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 与 P−1BP 都是上三角矩阵.

[17 级高代 II 期中 07]设 A为 n (n ≥ 2)阶复方阵, 满足 |A| = 1. 设 A与其伴随矩阵

A∗ 都适合多项式 (λ−λ1)(λ−λ−1
1 )m1 · · · (λ−λk)(λ−λ−1

k )mk ,其中 λ1, λ
−1
1 , · · · , λk, λ

−1
k

是两两互异的非零复数, m1, · · · ,mk 是正整数. 证明: A 可对角化.

♣ ♣ ♣

§ 3.10 解答或提示

[17 级高代 I 期中 04] 等式 M = A + B + cIn 两边取迹可得 tr(M) = tr(A) +

tr(B)+ c tr(In) = nc, 故 c =
1

n
tr(M). 等式M = A+B+ cIn 两边取转置可得M ′ =

A′ +B′ + cIn = −A+B+ cIn, 故 A =
1

2
(M −M ′), B =

1

2
(M +M ′)− cIn. 容易验
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证上述 A,B, c满足题目要求. 由矩阵迹的性质经计算可得, tr(A2) =
1

4
tr(M 2+M ′2−

MM ′ −M ′M) =
1

2
tr(M 2 −MM ′), tr(B2) =

1

4
tr(M 2 +M ′2 +MM ′ +M ′M)−

c tr(M+M ′)+c2 tr(In) =
1

2
tr(M 2+MM ′)−2c tr(M)+nc2 =

1

2
tr(M 2+MM ′)−nc2,

1

n

(
tr(M)

)2
=

1

n
(nc)2 = nc2. 因此, tr(A2) + tr(B2) +

1

n

(
tr(M)

)2
= tr(M 2).

[17 级高代 I 期中 05] 经计算可知, |A| = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − ac − bc) =
1

2
(a+ b+ c)

(
(a− b)2 + (a− c)2 + (b− c)2

)
.

(1) 若 a+ b+ c 6= 0 且 a, b, c 不全相等, 则 |A| 6= 0, 此时 r(A) = 3.

(2) 若 a+ b+ c 6= 0 且 a, b, c 全部相等, 即 a = b = c 6= 0, 此时容易看出 r(A) = 1.

(3) 若 a+ b+ c = 0 且 a, b, c 全部相等, 即 a = b = c = 0, 也即 A = O, 此时 r(A) = 0.

(4) 若 a+ b+ c = 0 且 a, b, c 不全相等, 则将矩阵 A 的前两行加到第三行上, 可得

A =


a b c

c a b

b c a

→ B =


a b c

c a b

0 0 0

 .

我们断言 B 的前两行线性无关. 用反证法, 若 B 的前两行线性相关, 则存在实数 k, 使

得 (a, b, c) = k(c, a, b). 由于 a, b, c 不全相等, 故不妨设 a 6= 0, 则有 a = kc, c = kb,

b = ka, 从而 a = ak3, 于是 k3 = 1. 又 k 为实数, 故 k = 1, 从而 a = b = c, 矛盾! 因

此, r(A) = r(B) = 2. 若采用高代 II 的方法, 可参考极小多项式的基本性质 (高代白皮

书例 5.18)以及 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html, § 2循环矩阵的性质

(P4).

[17 级高代 I 期中 06]由条件 r

A B

C D

 = r(A)可得 r(A --B) = r(A)以及 r

A
C

 =

r(A). 再由高代白皮书例 3.105 及其转置版本可知, 存在矩阵 M ,N , 使得 MA = C,

AN = B. 考虑如下分块初等变换: 第一分块行左乘 −M 加到第二分块行上, 再将第

一分块列右乘 −N 加到第二分块列上, 可得A B

C D

→

A B

O D −MB

→

A O

O D −MB

 .
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由于矩阵的秩在分块初等变换下不改变, 故 r

A B

C D

 = r(A) + r(D −MB), 比较条

件可得 r(D −MB) = 0, 于是 D =MB =MAN .

[17 级高代 I 期中 07] 设 B = (bij), 其中 bii = 0 (1 ≤ i ≤ n), bij = aij (i 6= j), 则由条

件可知 B 为反对称阵. 设 D = diag{a11, a22, · · · , ann}, 则由条件可知 D 是主对角元全

大于等于零的对角阵, 并且 A = B +D. 对任意的正实数 t, D + tIn 是主对角元全大

于零的对角阵, 则由高代白皮书例 3.82 可知, |A+ tIn| = |B + (D + tIn)| > 0. 上式左

边是关于 t 的多项式, 从而关于 t 连续, 令 t → 0+, 即得 |A| ≥ 0. 若采用高代 II 的方

法, 可直接引用高代白皮书例 8.66.

[17 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 6.15.

[17 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书例 7.22.

[17 级高代 II 期中 06] 参考高代白皮书第 6 章解答题 8.

[17 级高代 II 期中 07] 参考高代白皮书第 7 章解答题 5.
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§ 3.11 18 级高等代数期中考试大题

[18 级高代 I 期中 02] 计算下列 n 阶行列式的值:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− an1 b
n
1

1− a1b1

1− an1 b
n
2

1− a1b2
· · · 1− an1 b

n
n

1− a1bn
1− an2 b

n
1

1− a2b1

1− an2 b
n
2

1− a2b2
· · · 1− an2 b

n
n

1− a2bn
...

...
...

1− annb
n
1

1− anb1

1− annb
n
2

1− anb2
· · · 1− annb

n
n

1− anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[18 级高代 I 期中 05] 设函数 f(x) =
m∑

i=−k

aix
i, 其中 k,m 都是正整数. 设 n 阶非异阵

A 的每行元素之和都等于 c, 证明: f(A) =
m∑

i=−k

aiA
i 的每行元素之和都等于 f(c).

[18 级高代 I 期中 06] 设多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1, ωk = cos 2kπ

n
+

i sin 2kπ

n
(0 ≤ k ≤ n− 1) 为全体 n 次单位根, 循环矩阵

A =



a0 a1 · · · an−2 an−1

an−1 a0 · · · an−3 an−2

...
...

...
...

a2 a3 · · · a0 a1

a1 a2 · · · an−1 a0


.

证明: 恰有 n− r(A) 个 n 次单位根是 f(x) 的根 (不计重根数).

[18 级高代 I 期中 07] 设 A,B 为 n (n ≥ 3) 阶方阵, 满足 AB = O. 证明:

|AB∗ +BA∗| = 0.

[18 级高代 II 期中 04] 设 n 阶方阵 A 的所有元素都是整数, p, q 是互素的整数且

q > 1, 证明: 线性方程组 Ax =
p

q
x 只有零解.

[18级高代 II期中 05]设A1, · · ·,An为两两乘法可交换的 2019阶实方阵, f(x1, · · ·, xn)

是 n 元实系数多项式. 令 B = f(A1, · · · ,An), 证明: 存在 B 的某个特征值 λ0, 使得方

程 f(x1, · · · , xn)− λ0 = 0 有一组实数解.
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[18 级高代 II 期中 06] 设 A 为 n 阶复方阵, 证明: A 不可对角化当且仅当存在一元多

项式 f(x), 使得 f(A) 非零, In + f(A) 可逆, 并且 (In + f(A))−1 与 In − f(A) 相似.

[18 级高代 II 期中 07] 设 A 为 n 阶复方阵, 证明: 存在复数 c1, · · · , cn−1, 使得

A− c1eA − c2e2A − · · · − cn−1e(n−1)A

是可对角化矩阵.

♣ ♣ ♣

§ 3.11 解答或提示

[18 级高代 I 期中 02] 第 (i, j) 元素
1− ani b

n
j

1− aibj
= 1 + aibj + · · · + an−1

i bn−1
j , 于是 A

可以写成两个 Vandermonde 矩阵 V (a1, a2, · · · , an) 与 V (b1, b2, · · · , bn) 的乘积, 从而

|A| =
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)(bj − bi).

[18 级高代 I 期中 05] 参考高代白皮书例 2.15.

[18 级高代 I 期中 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/8848641.html, § 2 循

环矩阵的性质 (P4).

[18 级高代 I 期中 07] 若 A 可逆或 B 可逆, 则由 AB = O 可得 B = O 或 A = O,

此时 B∗ = O 或 A∗ = O, 要证的等式显然成立. 下设 A,B 都不可逆, 则 r(A∗) ≤ 1 且

r(B∗) ≤ 1, 故由矩阵秩的基本不等式可得

r(AB∗ +BA∗) ≤ r(AB∗) + r(BA∗) ≤ r(B∗) + r(A∗) ≤ 2 < n,

从而 AB∗ +BA∗ 不满秩, 于是 |AB∗ +BA∗| = 0.

[18 级高代 II 期中 04] 参考高代白皮书例 6.5.

[18 级高代 II 期中 05] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12269011.html.

[18 级高代 II 期中 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12267655.html.

[18 级高代 II 期中 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12258547.html.
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§ 3.12 19 级高等代数期中考试大题

[19 级高代 I 期中 05] 设 n 阶非零复方阵 A 满足 A∗ = A
′, 求证: A 是非异阵.

[19级高代 I期中 06]设A为数域 K上的 n阶幂零阵,B为 n阶方阵,满足AB = BA

且 r(AB) = r(B). 求证: B = O.

[19 级高代 I 期中 07] 设 A 为 m 阶实反对称阵, C 为 n 阶实反对称阵, B 为 m × n

阶实矩阵. 证明: A+ Im 和 C − In −B′(A+ Im)−1B 都是非异阵.

[19 级高代 II 期中 04] 设 n (n > 2) 阶复方阵 A 的秩等于 2, 试求 A 的 Jordan 标准

型.

[19 级高代 II 期中 05] 设 n 阶方阵 A 的所有元素都是整数, 其中阶数 n 为偶数, 并且

对任意的 1 ≤ r ≤ n, A 的所有 r 主子式之和都是奇数. 证明: 不存在整数 k, 使得线性

方程组 Ax = kx 有非零解.

[19 级高代 II 期中 06] 设 A = (aij) 是 n 阶实方阵, 若对任意的 1 ≤ i ≤ n, 都有

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij |, 则称 A 是严格对角占优阵. 设 A,B 均为主对角元都大于零的 n 阶严

格对角占优阵, 且满足 A2(A+B) = (A+B)B2, 证明: A = B.

[19 级高代 II 期中 07] 设 a, b 都是实数, 其中 b 6= 0, 证明: 对任意的正整数 m, 存在 4

阶实方阵 A, 使得

Am =


a b 2 0

−b a 2 0

0 0 a b

0 0 −b a

 .

♣ ♣ ♣

§ 3.12 解答或提示

[19 级高代 I 期中 05] 参考高代白皮书例 2.17, 本题是例 2.17 的复数版本.

[19 级高代 I 期中 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12272225.html.

[19 级高代 I 期中 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/12272213.html.

[19 级高代 II 期中 04] 本题是高代白皮书例 7.47 的延拓. 设 A 的 Jordan 标准型

J = diag{Jr1(0), · · · ,Jrk(0),Js1(λ1), · · · ,Jsl(λl)}, 其中 λj 6= 0 (1 ≤ j ≤ l). 注意到



§ 3.12 19 级高等代数期中考试大题 169

r(J) = r(A) = 2, 故有

2 = (r1 − 1) + · · ·+ (rk − 1) + s1 + · · ·+ sl = (r1 + · · ·+ rk + s1 + · · ·+ sl)− k = n− k,

于是 k = n− 2 并且只有以下五种可能:

(1) r1 = · · · = rk = 1, l = 1, s1 = 2: J = diag{0, · · · , 0,J2(λ1)}, 其中 λ1 6= 0;

(2) r1 = · · · = rk = 1, l = 2, s1 = s2 = 1: J = diag{0, · · · , 0, λ1, λ2}, 其中 λ1 6= 0,

λ2 6= 0;

(3) r1 = · · · = rk−1 = 1, rk = 2, l = 1, s1 = 1: J = diag{0, · · · , 0,J2(0), λ1}, 其中

λ1 6= 0;

(4) r1 = · · · = rk−1 = 1, rk = 3, l = 0: J = diag{0, · · · , 0,J3(0)};

(5) r1 = · · · = rk−2 = 1, rk−1 = rk = 2, l = 0: J = diag{0, · · · , 0,J2(0),J2(0)}.

[19 级高代 II 期中 05] 设 A 的特征多项式为 f(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an,

则由高代白皮书的例 1.47 可知, ar 等于 (−1)r 乘以 A 的 r 阶主子式之和, 再由假设可

知 ar (1 ≤ r ≤ n) 都是奇数, 以及 n 是偶数. 用反证法证明结论, 若存在整数 k, 使得

Ax = kx 有非零解, 则 k 是 A 的特征值, 即为 f(λ) 的根. 若 k 为奇数, 则 kn, a1kn−1,

· · · , an−1k 和 an 都是奇数, 于是 f(k) = kn + a1k
n−1 + · · · + an−1k + an 为奇数, 这与

f(k) = 0 矛盾. 若 k 为偶数, 则 kn, a1kn−1, · · · , an−1k 都是偶数, 但 an 为奇数, 于是

f(k) = kn + a1k
n−1 + · · ·+ an−1k + an 为奇数, 这与 f(k) = 0 矛盾.

[19 级高代 II 期中 06] 由于 A,B 均为主对角元全大于零的严格对角占优阵, 故由第

一圆盘定理可知, A,B 的特征值的实部均严格大于零, 从而 A,−B 没有公共的特征值,

于是由高代白皮书例 6.88 可知, 矩阵方程 AX = X(−B) 只有零解. 由 A2(A+B) =

(A+B)B2 变形可得 A(A2 −B2) = (A2 −B2)(−B), 利用上述结论可得 A2 = B2; 再

次变形可得 A(A−B) = (A−B)(−B), 再次利用上述结论可得 A = B.

[19 级高代 II 期中 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/13925590.html, 或高

代白皮书例 7.77.
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§ 3.13 20 级高等代数期中考试大题

[20 级高代 I 期中 04] 记数域 K 上所有 n 阶方阵全体构成的线性空间为 Mn(K). 对

A ∈ Mn(K), 考虑 C(A) = {B ∈ Mn(K) | AB = BA}.

(1) 若 n = 3, A =


0 1 0

0 0 1

1 1 0

, 求 C(A) 的一组基.

(2) 若 n = 2, 试确定 dimC(A) 的所有可能值.

[20 级高代 I 期中 05] 设 n 阶复方阵 A 不可逆, 证明: 至多只有两个复数 λ, 使得

λIn +A∗ 不可逆.

[20 级高代 I 期中 06] 设 A,B 为 n 阶方阵, 证明: | r(AB)− r(BA)| ≤ n

2
.

[20 级高代 I 期中 07] 设 A,B 为 n 阶实方阵, 其中 A 是主对角元全大于零的上三角

阵, 并且满足 AB +BA′ = 2AA′. 证明:

(1) B 必为对称阵;

(2) A 为对角阵当且仅当 B2 = AA′;

(3) |B| > 0.

[20 级高代 II 期中 03] 设 a1, a2, · · · , an ∈ C, 证明下列矩阵可对角化:

A =



a1 a2 · · · an

−an a1
. . .

...
...

. . .
. . . a2

−a2 · · · −an a1


.

[20 级高代 II 期中 04] 设 n 阶方阵 A 的极小多项式为 λ3 − λ2, 试求 A 可能的互不

相似的 Jordan 标准型的总个数.

[20 级高代 II 期中 05] 设 V 为线性空间, φ1, · · · ,φk 是 V 上的线性变换, 满足:

φ2
i = φi (1 ≤ i ≤ k), φiφj = 0 (1 ≤ i 6= j ≤ k), 证明:

V =
k⊕

i=1

Imφi

⊕(
k⋂

j=1

Kerφj

)
.

[20 级高代 II 期中 06] 设 n 阶复矩阵 A 的全体特征值都是属于开区间 (−1, 1) 的实

数, 证明: 矩阵方程 sinX = A 必有解.
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[20 级高代 II 期中 07] 设 A,B 为 n (n ≥ 2) 阶方阵, 满足: r(A) = n − 1, AB =

BA = O. 证明: A +B 为非异阵的充分必要条件是 A 的特征值 0 的代数重数等于 1

且 B 的秩等于 1.

♣ ♣ ♣

§ 3.13 解答或提示

[20 级高代 I 期中 04] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15375004.html. 高代

I 的解题思路是: (1) 利用矩阵乘法直接进行计算, (2) 利用线性方程组的求解理论进行

讨论.

[20 级高代 I 期中 05] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15375004.html. 高代

I 的证明: 由于 A 不可逆, 故 r(A∗) ≤ 1, 于是存在 α,β ∈ Cn, 使得 A∗ = αβ′. 由行列

式的降阶公式可得 |λIn +A∗| = |λIn + αβ′| = λn−1(λ+ β′α), 于是使得 λIn +A∗ 不

可逆的 λ 至多有两个: 0 和 −β′α.

[20 级高代 I 期中 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15375004.html. 高

代 I 的证明: 由对称性不妨设 r(AB) ≥ r(BA), 故只要证明 r(AB) − r(BA) ≤ n

2
.

若 r(AB) ≤ n

2
, 则结论显然成立. 下设 r(AB) >

n

2
. 注意到 (AB)2 = A(BA)B,

故 r(BA) ≥ r
(
(AB)2

)
. 由高代白皮书例 3.66 (Sylvester 不等式) 可得 r

(
(AB)2

)
≥

2 r(AB)− n, 于是

r(AB)− r(BA) ≤ r(AB)− r
(
(AB)2

)
≤ n− r(AB) <

n

2
.

[20 级高代 I 期中 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/15375004.html. 高代

I 的证明思路是: 利用矩阵的运算进行证明, 但过程较繁琐.

[20 级高代 II 期中 03] 参考高代白皮书第 2 章解答题 13 (b = −1 的情形), 以及高代

白皮书例 6.55 或例 6.64 的推论 (对应于两种证法).

[20 级高代 II 期中 04] 由于 A 的极小多项式为 λ3 − λ2, 故 A 的 Jordan 标准型中可

能出现的 Jordan 块只能是以下三种: J1(0), J2(0) 和 J1(1). 设这三种 Jordan 出现的

次数为 x, y, z, 则 x + 2y + z = n 且 x ≥ 0, y ≥ 1, z ≥ 1. 这一方程整数解的个数即为

A 可能的互不相似的 Jordan 标准型的总个数. 下分两种情况讨论.

(1) 若 n = 2k (k ≥ 2), 则 1 ≤ y ≤ k − 1, 1 ≤ z ≤ n− 2y, x = n− 2y − z, 即若 y 取定,
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则 z 有 n− 2y 种选择, 而 x 被唯一确定. 因此, 方程整数解的个数为

k−1∑
y=1

(n− 2y) = n(k − 1)− 2
k−1∑
y=1

y = k(k − 1) =
1

4
n(n− 2).

(2) 若 n = 2k + 1 (k ≥ 1), 则 1 ≤ y ≤ k, 1 ≤ z ≤ n− 2y, x = n− 2y − z, 即若 y 取定,

则 z 有 n− 2y 种选择, 而 x 被唯一确定. 因此, 方程整数解的个数为

k∑
y=1

(n− 2y) = nk − 2
k∑

y=1

y = k2 =
1

4
(n− 1)2.

[20 级高代 II 期中 05] 参考高代白皮书第 4 章解答题 10. 注意到幂等变换 φi 可对角

化, 并且 φiφj = φjφi = 0 (i 6= j), 故也可利用可同时对角化 (高代白皮书例 6.44) 来证

明, 细节留给读者完成.

[20 级高代 II 期中 06] 证明过程完全类似于高代白皮书第 7 章解答题 12.

[20 级高代 II 期中 07] 证明过程是高代白皮书例 7.32 证法 1 的自然延续, 细节请读者

自行完成.
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§ 3.14 21 级高等代数期中考试大题

[21 级高代 I 期中 03] 复数 α = a+ bi ∈ C 的共轭定义为 α = a− bi, 其中 a, b ∈ R. 令

H =


 α β

−β α

 ∣∣∣∣∣α, β ∈ C

 .

证明: H 在矩阵的加法和实数关于矩阵的数乘下成为实数域 R 上的线性空间, 并求 H

的一组基和维数.

[21 级高代 I 期中 04] 求解下列 n (n ≥ 2) 元齐次线性方程组, 其中 a 为参数:

(1 + a)x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,

2x1 + (2 + a)x2 + · · ·+ 2xn = 0,

· · · · · · · · · · · ·

nx1 + nx2 + · · ·+ (n+ a)xn = 0.

[21 级高代 I 期中 05] 设 V 是数域 K 上 n 阶方阵全体构成的线性空间, V1 是数域 K

上 n 阶上三角阵全体构成的子空间, V2 是数域 K 上 n 阶反对称阵全体构成的子空间,

求证: V = V1 ⊕ V2.

[21 级高代 I 期中 06] 设 A,B 均为 m× n 矩阵, 证明:

(1) 若 r(A) = r, 则存在 n 阶非异阵 P , 使得 AP 的后 n− r 列全为零.

(2)若存在 n阶方阵 S,T ,使得 A = BS 且 B = AT ,则存在非异阵 Q,使得 B = AQ.

[21 级高代 I 期中 07] 两个 m× n 矩阵 A = (aij), B = (bij) 的 Hadamard 乘积定义

为 A ◦B = (aijbij)m×n. 证明:

r(A ◦B) ≤ r(A) · r(B).

♣ ♣ ♣

§ 3.14 解答或提示

[21 级高代 I 期中 03] 直接验证 H 在矩阵加法和实数关于矩阵的数乘这两个运算下满

足 8条公理,从而 H是实线性空间 (注意 H不是复线性空间). 设 α = a+ bi, β = c+di,
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其中 a, b, c, d ∈ R, 则 α β

−β α

 =

 a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

 = a

1 0

0 1

+b

 i 0

0 −i

+c

 0 1

−1 0

+d

0 i

i 0

 .

容易验证

1 0

0 1

,

 i 0

0 −i

,

 0 1

−1 0

,

0 i

i 0

 在 R 上线性无关, 因此它们是 H 的

一组基. 特别地, dimR H = 4. 事实上, 读者不难验证上述四个 2 阶矩阵满足 Hamilton

四元数 1, i, j, k 的运算规则, 从而是四元数的矩阵表示, 并且 H 作为 R–代数同构于四元

数代数 R+ Ri + Rj + Rk.

[21 级高代 I 期中 04] 设齐次线性方程组的系数矩阵为 A, 利用行列式的降阶公式计

算出 |A| = an−1(a+
n(n+ 1)

2
), 于是由 Cramer 法则可知, 当 a 6= 0 且 a 6= −n(n+ 1)

2
时, 齐次线性方程组只有零解. 当 a = 0 时, 齐次线性方程组的基础解系为 η1 =

(−1, 1, 0, · · · , 0)′, · · · , ηn−1 = (−1, 0, · · · , 0, 1)′. 当 a = −n(n+ 1)

2
时, 齐次线性方

程组的基础解系为 η = (1, 2, 3, · · · , n)′.

[21 级高代 I 期中 05] 一方面, 由上三角阵和反对称阵的定义容易验证 V1 ∩ V2 = 0.

另一方面, 由高代白皮书例 3.29 可知 dimV1 = n(n + 1)/2, dimV2 = n(n − 1)/2, 于是

dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = n2 = dimV , 从而 V = V1 ⊕ V2. 也可以将一个 n 阶

方阵写成一个上三角阵和一个反对称阵的和, 从而得到 V = V1 + V2 = V1 ⊕ V2.

[21 级高代 I 期中 06] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/16582054.html.

[21 级高代 I 期中 07] 参考 https://www.cnblogs.com/torsor/p/16582054.html.
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