
 

实数完备性基本定理的相互证明（30 个） 

 

摘要：这 6 个定理虽然出发的角度不同，但描写的都是实数连续性这同一件事，它们之间是相互

等价的，即任取其中两个定理，它们可以相互证明。它们在证明过程中相互联系。对同一个定理的证明，

虽然不同的定理作为工具会使证明有简繁之分，有的用的是类似的证明方法，有的出发点与站的角度不同，

但最后却都能殊途同归。而有时使用同一个定理，也可能有不同的方法。即使方法相同，还可以有不同的

细节。作为工具，它们又各具特点。而这些都是值得我们去注意与发现。 

1  确界原理非空有上(下)界数集，必有上(下)确界。 

2  单调有界原理 任何单调有界数列必有极限。 

3 区 间 套 定 理  若 ]},{[ nn ba 是 一 个 区 间 套 , 则 存 在 唯 一 一 点  ， 使 得

,2,1],,[  nba nn 。 

4  Heine-Borel 有限覆盖定理 设 ],[ ba 是一个闭区间，为 ],[ ba 上的一个开覆盖，则在

中存在有限个开区间，它构成 ],[ ba 上的一个覆盖。 

5  Weierstrass 聚点定理（Bolzano 致密性定理有界无穷数列必有收敛子列。） 直线上的有

解无限点集至少有一个聚点。 

6  Cauchy 收敛准则数列 }{ na 收敛对任给的正数 ，总存在某一个自然数 N ，使得

Nnm  , 时，都有  || nm aa 。 

一.确界原理 

1.确界原理证明单调有界定理  

证 不妨设{ an}为有上界的递增数列.由确界原理,数列{ an }有上确界,记 

a = sup{ an}.下面证明a 就是{ an} 的极限. 事实上,任给ε> 0, 按上确界的定 

义,存在数列{ an }中某一项aN ,使得a - ε> aN .又由{ an}的递增性,当n≥ N 

时有a - ε < aN ≤ an. 

另一方面,由于a 是{ an}的一个上界,故对一切an 都有an ≤ a < a + ε.所以当 

n≥ N 时有 

a - ε < an < a + ε, 

这就证得    
   

an = a.同理可证有下界的递减数列必有极限,且其极限即为它的下确界.  

 

2.确界原理证明区间套定理 

证明：１ 设 ［ａｎ，ｂｎ］    
 是一个闭区间套，即满足： 

１） ∀ｎ，［ａｎ＋１，ｂｎ＋１］⊂［ａｎ，ｂｎ］； 

２）      
   

 ｂｎ－ａｎ ＝  

我们证明，存在唯一的实数ξ，使得ξ∈［ａｎ，ｂｎ］，（ｎ ＝１，２，⋯）  

存在性：令Ｓ＝｛ａｎ｝，显然，Ｓ非空且有上界（任一ｂｎ都是其上界）.据确界原理，Ｓ



 

有上确界，设supＳ ＝ξ．现在，我们证明ζ属于每个闭区间［ａｎ，ｂｎ］，（ｎ＝１，２，

⋯）显然 

ａｎ ≤ξ，（ｎ ＝１，２，⋯） 所以，我们只需证明对一切自然数ｎ，都有ξ≤ｂｎ． 

事实上，因为对一切自然数ｎ，ｂｎ都是Ｓ 的上界，而上确界是上界中最小者，因此必有 

ξ≤ｂｎ 

，故我们证明了存在一实数ξ，使得ξ∈［ａｎ，ｂｎ］，（ｎ ＝１，２，⋯）  

唯一性:  假设还有另外一点 R 且 ],[
nn

ba ，则 ||||
nn

ba  ,0  

即   。从而唯一性得证。 

 

3.确界原理证明有限覆盖定理 

即闭区间［ａ，ｂ］的任一开覆盖Ｈ 都有有限的子覆盖  

证① 令Ｓ ＝｛ｘ｜ａ＜ｘ ≤ｂ，［ａ，ｘ］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖｝； 

②显然Ｓ有上界 因Ｈ 覆盖闭区间［ａ，ｂ］，所以，存在一个开区间（α，β）∈Ｈ 使

ａ ∈（α，β） 取ｘ ∈（α，β），则［ａ，ｘ］能被Ｈ中有限个开区间覆盖 从而，

ｘ ∈Ｓ，故Ｓ 非空； 

③ 由确界原理存在ζ＝ｓｕｐＳ； 

④ 现证ζ＝ｂ 用反证法 若ζ≠ｂ，则ａ＜ζ＜ｂ 由Ｈ 覆盖闭区间［ａ，ｂ］，一定

存在（α１，β１）∈Ｈ，使ζ∈（α１，β１） 取ｘ１，ｘ２使α＜ｘ１＜ζ＜ｘ２＜β１ 

，且ｘ１∈Ｓ 则［ａ，ｘ１］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖，把（α１，β１）加进去，就

推得ｘ２∈Ｓ 这与ζ ＝supＳ 矛盾，故ζ＝ｂ，即定理结论成立  

 

4.确界原理证明聚点定理  

证  设S 是直线上的有界无限点集，则由确界原理有 SS inf,sup   。若 , 中

有一点不是S 的孤立点，则显然就是S 的一个聚点。 

否则，令 SRxE  {: 中仅有有限个数小于 }x 。显然E 非空且有上界。令 Esup ，

则由E 的构造方法可知， 0 必有   E ，即S 中有无限个数小于   大于。

所以 ),(   中含有 S 的无限个数，故是S 的聚点。 

 

5.确界原理证明Cauchy收敛准则 

即数列｛ｘｎ｝收敛    ∀ε＞０，∃Ｎ，当ｎ，ｍ ＞Ｎ 时有｜ｘｎ－ｘｍ｜＜ε  
必要性:略 

充分性: 

① 构造非空有界数集Ｓ，因为欲证明数列｛ｘｎ｝收敛，故数集Ｓ 必须含有数列｛ｘｎ 

中的无限多个数，为此，令Ｓ ＝ ｘ｜｛（－∞，ｘ）∩｛ｘｎ｝是空集或有限点集｝； 

②由于满足Cauchy收敛准则充分条件的数列是有界的，故知数列｛ｘｎ｝的下界ａ∈Ｓ，上

界ｂ也是Ｓ 的上界,所以Ｓ 是非空有上界的数集 由确界原理数集Ｓ 有上确界ζ＝supＳ； 

③ 对ε＞０，（－∞，ζ）∩｛ｘｎ｝是无限点集，否则，就与ζ＝supＳ矛盾  

因（－∞，ζ-ε）∩｛ｘｎ｝至多含有｛ｘｎ｝的有限多个点 故（ζ－ε，ζ＋ε）含有



 

｛ｘｎ｝的无限多个点 设ｘｎｋ ∈（ζ－ε，ζ＋ε），ｋ＝１，２，⋯，且ｎ１＜ｎ２＜ ⋯

取Ｎ１＝max｛Ｎ，ｎ１｝，则当ｎ＞Ｎ１时，总存在ｎｋ ＞Ｎ１使 

ｘｎ－ζ ≤ ｜ｘｎ－ｘｎｋ｜ ＋ ｜ｘｎｋ－ζ ｜＜２ε， 

因此    
   

ｘｎ＝ζ． 

 

二.单调有界定理  

6．单调有界定理证明确界定理 

证：我们不妨证明非空有上界的数集Ｓ必有上确界  

(1).欲求一实数使它是非空数集Ｓ的上确界 利用非空有上界的数集Ｓ，构造一数列使

其极限为我们所要求的实数  

选取性质ｐ：不小于数集Ｓ中的任一数的有理数  

将具有性质ｐ 的所有有理数排成一个数列｛ｒｎ｝，并令｛ｘｎ｝＝ｍａｘ｛ｒ１，ｒ２，⋯，

ｒｎ｝，则得单调递增有上界的数列｛ｘｎ｝； 

(2) 由单调有界定理得，ζ＝    
   

ｘｎ，且对任意的自然数ｎ有ｒｎ≤ｘｎ ≤ζ； 

(3) ζ是数集Ｓ 的上确界. 用反证法，若有数ｘ０∈Ｓ 使ｘ０＞ζ，取ε＝（ｘ０－

ζ）/２ ，则存在一个有理数ｒＮ，使ζ≤ｒＮ＜ζ＋ε＝（ｘ０＋ζ）/２＜（ｘ０＋ｘ０）

/２＝ｘ０ ，从而ｒＮ ＜ｘ０ ，这与ｒＮ是数集Ｓ 的上界矛盾 所以对一切ｘ∈Ｓ，都有

ｘ ≤ζ，即ζ是数集Ｓ的上界.  

任给ε＞０，若∀ｘ∈Ｓ，都有ｘ≤ζ－ε，则存在有理数ｒ′，使ζ－ε＜ｒ′＜ζ，

即ｘ≤ζ－ε＜ｒ′＜ζ,我们就找到ｒ′∈Ｓ这与（若∀ｘ∈Ｓ，都有ｘ≤ζ－ε）矛盾，

所以存在ｘ′∈Ｓ，使ｘ′＞ζ－ε,即ζ是数集Ｓ 的最小上界  

于是，我们证明了所需结论.  

 

7.单调有界定理证明区间套定理 

若{[ an, bn]}是一个区间套,则在实数系中存在唯一的一点ξ,使得ξ∈[ an, bn], n = 

1,2,⋯,即 

an ≤ ξ≤ bn, n = 1,2,⋯. (1) 

证 ：{ an}为递增有界数列,依单调有界定理,{ an}有极限ξ,且有 

an ≤ ξ, n = 1,2,⋯. (2) 

同理,递减有界数列{ bn}也有极限,并按区间套的条件有 

   
   

bn =    
   

an = ξ, (3) 

且bn ≥ ξ, n = 1,2,⋯. (4) 

联合(2)、(4)即得(1)式. 

最后证明满足(2)的ξ是唯一的.设数ξ′也满足 

an ≤ ξ′≤ bn, n = 1,2,⋯, 

则由(1)式有 

| ξ- ξ′|≤ bn - an, n = 1,2,⋯. 

由区间套的条件得 



 

| ξ- ξ′|≤    
   

 (ｂｎ－ａｎ)=0 

故有ξ′= ξ. 

 

 

8.单调有界定理证明有限覆盖定理， 

即闭区间［ａ，ｂ］的任一开覆盖Ｈ 都有有限的子覆盖  

证: (1)设有理数ｒ∈（ａ，ｂ］，使闭区间［ａ，ｒ］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖 把［ａ，

ｂ］上的这种有理数的全体排成一个数列｛ｒｎ｝,因为存在一个开区间（α，β）∈Ｈ 使

ｒｎ∈（α，β），在（α，β）∩［ａ，ｂ］内含有无穷多个有理数，所以｛ｒｎ｝是存

在的； 

(2)将数列｛ｒｎ｝单调化，取ｘｎ ＝ｍａｘ｛ｒ１，ｒ２，⋯ ，ｒｎ｝，则数列｛ｘｎ｝单调

递增有上界； 

(3) 由单调有界定理得，ζ＝    
   

ｘｎ且ｒｎ ≤ｘｎ ≤ζ，ｎ ＝１，２，⋯ ； 

(4) 因ｘｎ ∈［ａ，ｂ］，ｎ ＝１，２，⋯，由(3)得ζ∈［ａ，ｂ］，故ζ必在Ｈ 中的某

个开区间（α１，β１）中 再由（3），一定有ｒＮ ∈｛ｒｎ｝，使α１＜ｒＮ ≤ζ 又由

①［ａ，ｒｎ］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖 故只需把（α１，β１）加进去 ［ａ，ζ］

能被Ｈ 中有限个开区间覆盖  

若ζ＝ｂ，则说明［ａ，ｂ］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖 用反证法 若ζ＜ｂ，由

于［ａ，ｂ］内的有理数在［ａ，ｂ］上处处稠密，故一定存在有理数ｒ′，使得ζ＜ｒ′

＜min｛β，ｂ｝，这样一来，［ａ，ｒ′］能被Ｈ 中有限个开区间覆盖，故ｒ′∈｛ｒｎ｝，

与（3）矛盾 所以，ζ＝ｂ。  

 

9.单调有界定理证明聚点定理 

证明：设Ｓ 是一有界无限点集，则在Ｓ 中选取一个由可数多个互不相同的点组成的数

列｛ａｎ｝，显然数列｛ａｎ｝是有界的  

下面我们从｛ａｎ｝中抽取一个单调子列，从而由单调有界定理该子列收敛，最后

我们证明该子列的极限值，就是有界无限点集Ｓ的聚点 分两种情况来讨论  

１）如果在｛ａｎ｝的任意一项之后，总存在最大的项（因Ｓ 是有界的且｛ａｎ｝Ｓ，

这是可能的），设ａ１后的最大项是ａｎ１；ａｎ１后的最大项是ａｎ２，且显然ａｎ２≤ａｎ

１； 

一般地，ａｎｋ后的最大项记为ａｎｋ＋１≤ａｎｋ，（ｋ＝１，２，⋯）  

这样，就得到了｛ａｎ｝的一个单调递减的子数列｛ａｎｋ｝，因为｛ａｎ｝有界，根据

单调有界定理知，｛ａｎｋ｝收敛  

２）如果１）不成立 即从某一项以后，任何一项都不是最大的（为证明书写简单起见，

不妨设从第一项起，每一项都不是最大项） 于是，取ａｎ１＝ａ１，因ａｎ１不是最大项，

所以必存在另一项ａｎ２＞ａｎ１（ｎ２＞ｎ１），又因为ａｎ２也不是最大项，所以又有 

ａｎ３ ＞ａｎ２（ｎ３＞ｎ２），⋯⋯ 这样一直作下去，就得到｛ａｎ｝的一个单调递增 

的子列｛ａｎ｝，且有上界，根据单调有界定理知，｛ａｎ｝收敛， 

总之不论｛ａｎ｝属于情形１）还是情形２），都可作出｛ａｎ｝的一个单调收敛

的子列 设    
   

ａｎｋ ＝ａ，今证ａ是Ｓ的聚点。对ε＞０，存在自然数Ｋ，使得ｋ＞Ｋ 



 

时，ａ－ε＜ａｎｋ ＜ａ＋ε， 

若这时｛ａｎｋ｝单调递减，ａｎｋ＋１＜ａ＋ε（ｋ＞Ｋ）且ａｎｋ＋１≠ａ，ａｎｋ＋１∈Ｓ，

即ａ的ε邻域内含有Ｓ中异于ａ的点，故ａ是Ｓ的聚点。 

｛ａｎｋ｝单调递增时，类似可证。  

 

10.单调有界定理证明Cauchy收敛准则 

必要性：略 

充分性：先证明柯西数列{  }是有界的。取ε=1，因{  }是柯西数列，所以存在某个正整数

No，当n>No 

时有|        |   ，亦即当n>No时|  |≤ |     |+1即{  }有界。 

不妨设        ，我们可用如下方法取得{  }的一个单调子列{   
}  

(1)取{   
}∈{  }使[a，   

]或[   
，b]中含有无穷多的{  }的项 

(2)在[a，   
]或[   

，b]中取得     
∈{  }且满足条件(1)并使       ，然后就有

   
      

 

不断地进行（1），（2）得到一单调递增的子列   
      

      
   

因为   
∈{  }，而{   

}是一个单调有界数列，由单调有界定理知   
收敛， 

设    
   

|   
  |    (1) 

下证{  }收敛于a 

因为    
   

    
=a 则对∀ε 0∃正整数K，当k>K时，|   

|另一方面由于{  }是柯西列，所以 

存在正整数N，当 ，  >   时有|      
|<

 

 
  由（1）就可得当     有 |   

  |  
ε
 
 

所以当n>max(    )时|    |≤ |      
|+|   

  |<ε 
故{  }收敛于a 

 

三．区间套定理 

11.区间套定理证明确界原理 

即非空有上界的数集Ｓ必有上确界，非空有下界的数集Ｓ 必有下确界  

证：仅证明非空有上界的数集Ｓ 必有上确界  

(1) 要找一数ζ，使其是数集Ｓ的上确界 ζ是Ｓ的上确界就要满足上确界定义中的两

个条件：大于ζ的数不在Ｓ 中，ζ的任何邻域内有Ｓ 中的点 这两条即为性质ｐ． 

如果ζ在闭区间［ａ，ｂ］中，则闭区间［ａ，ｂ］应有性质：任何小于ａ的数不在Ｓ

中，［ａ，ｂ］中至少含有Ｓ中的一个点，该性质即为   

 取Ｓ 的上界为ｂ，且ｂ∈／Ｓ，取ａ∈Ｓ，ａ＜ｂ，则闭区间［ａ，ｂ］ 

有性质  ； 

(2) 将闭区间［ａ，ｂ］等分为两个闭区间，则至少有一个闭区间［ａ１，ｂ１］也有

性质ｐ ，如此继续得一闭区间列，满足 

［ａ，ｂ］⊃［ａ１，ｂ１］⊃ … ⊃［ａｎ，ｂｎ］⊃…； 



 

   
   

 ｂｎ－ａｎ ＝    
   

 

  
(ｂｎ－ａｎ)    

(3)由区间套定理的得ζ属于所有的闭区间［ａｎ，ｂｎ］，n=1,2,…,并且每个闭区间

［ａｎ，ｂｎ］都有性质    

   （4）因为ａｎ≤ζ≤ｂｎ ，n=1,2,…，且 

   
   

(ｂｎ－ａｎ)    

故 

   
   

ｂｎ     
   

ａｎ    

由于对∀x S,有x≤ｂｎ ,从而x≤   
   

ｂ=ζ；又对∀ε 0,总存在N,使得ζ-ε ａN 故存在 

   S⋂［ａN，ｂN］,于是      ζ-ε. 因而ζ=sups 

 

12. 区间套定理证明单调有界定理  

２ 设｛ｘｎ｝是单调有界数列，不妨设其为单调递增且有上界ｂ１ 现在我们来构造一个

闭区间套  

在｛ｘｎ｝中任取一项记作ａ１，这时ａ１＜ｂ１，于是，以ａ１和ｂ１为端点的闭区间［ａ１，

ｂ１］内一定含有数列｛ｘｎ｝中的无限多项 将区间［ａ１，ｂ１］二等分，得闭区间 

［ａ１，
ａ１＋ｂ１

 
］，［

ａ１＋ｂ１

 
，ｂ１］， 

由于｛ｘｎ｝单调递增，故［ａ１，
ａ１＋ｂ１

 
］和［

ａ１＋ｂ１

 
，ｂ１］中只有一个包含｛ｘｎ｝

的无限多项，我们记该区间为［ａ２，ｂ２］ 再将［ａ２，ｂ２］二等分，在所得区间中只

有一个包含｛ｘｎ｝的无限多项，记该区间为［ａ３，ｂ３］如此继续，得一闭区间列：［ａ

１，ｂ１］，［ａ２，ｂ２］，⋯，［ａｎ，ｂｎ］，⋯， 

满足［ａｎ＋１，ｂｎ＋１］⊂［ａｎ，ｂｎ］，（ｎ ＝１，２，⋯）； 

     
   

(ｂｎ－ａｎ)    

故 ［ａｎ，ｂｎ］    
 是一个闭区间套，由闭区间套定理，存在唯一实数ζ，使得 

ζ∈［ａｎ，ｂｎ］，（ｎ ＝１，２，⋯） 

现在证明    
   

ｘｎ ＝ζ  因    
   

(ｂｎ－ａｎ)    

，故对 ε＞０，存在自然数Ｎ′，当ｎ ＞Ｎ′时，｜ｂｎ－ａｎ｜＜ε  

另外，由于［ａｎ，ｂｎ］包含递增数列｛ｘｎ｝的无限多项，所以必存在Ｎ″，当ｎ ＞Ｎ″

时，有ａｎ ≤ζ≤ｂｎ， 

取Ｎ ＝ｍａｘ｛Ｎ′，Ｎ″｝，当ｎ ＞Ｎ 时有｜ｘｎ－ζ｜＜ｂｎ－ａｎ｜＜ε， 

此即    
   

ｘｎ ＝ζ  

 

13. 区间套定理证明有限覆盖定理 

即闭区间［ａ，ｂ］的任一开覆盖Ｈ 都有有限的子覆盖  



 

证1用反证法  

(1)要证明的整体性质ｐ是：闭区间［ａ，ｂ］能用Ｈ 中的有限个开区间覆盖.与ｐ相反的

性质   是：闭区间［ａ，ｂ］不能用Ｈ中的有限个开区间覆盖； 

(2) 假设闭区间［ａ，ｂ］有性质   将闭区间［ａ，ｂ］等分为两个闭区间，则至少有

一个闭区间［ａ１，ｂ１］也有性质   否则，［ａ，ｂ］有性质ｐ 如此继续得一闭区间

列，使每个闭区间都有性质 

   ，且［ａ，ｂ］⊃［ａ１，ｂ１］⊃ … ⊃［ａｎ，ｂｎ］⊃…； 

   
   

(ｂｎ－ａｎ)＝    
   

 

  
(ｂｎ－ａｎ)    

(2)由闭区间套定理得数ξ属于所有的闭区间［ａｎ，ｂｎ］，ｎ＝１， 

２，⋯，并且每个闭区间［ａｎ，ｂｎ］有性质   ； 

④ 由ζ∈［ａ，ｂ］和Ｈ 是［ａ，ｂ］的开覆盖，有ζ属于Ｈ 中的某个开区间 

ζ  ⋂ ［ａｎ，ｂｎ］ 
   ⊂(      ), 和 

   
  ∞

(ｂｎ－ａｎ)    

可知，存在自然数ｍ，使［ａｍ，ｂｍ］⊂（α１，β１） 这与［ａｍ，ｂｍ］具有性质 

   矛盾  

 

14. 区间套定理证明聚点定理 

  证明(反证法)：已知 ba， ，使 bxa n  。设[ ba， ]没有 E的有限子覆盖，记

[ ba， ]=［ａ１，ｂ１］，二等分［ａ１，ｂ１］，其中必有一区间含 }{ nx 的无穷多项，

记其为［ａ2，ｂ2］，二等分［ａ2，ｂ2］，……如此继续下去，便得区间套 

［ａｎ，ｂｎ］，满足 n ，［ａｎ，ｂｎ］含 }{ nx 的无穷多项。由区间套定理可得，唯

一的 





1

],[
n

nn bar ，使    
   

  =    
   

  = r。 

因此 1n ，使 1r 
11 nn bra  1r 。  

这时存在   
     

    
 ，归纳地，∀k>1，∃  ，使

k
r

1
 <   

≤r≤   
 

k
r

1
  

由[   
,   

]含 }{ nx 的无穷多项，知   
 [   

,   
]，由   

≤   
≤   

， 

令 k ，
n

lim rx
kn  ，所以 }{ nx 存在收敛子数列。定理证完 

 

15. 区间套定理证明Cauchy收敛准则 

证  设 }{ nx 为 Cauchy 基本列，即 0, 0,N n N      有 

       | |n Nx x   ，即 [ , ]n N Nx x x    。 

定义性质 :P  0, 0,N n N      有 [ , ]n N Nx x x    。则 



 

    （1）  令
1

2
  ，则 1N 使得

1 1

1 1
[ , ]

2 2
N Nx x  具有性质P ，不妨记此区间为

1 1[ , ]  。 

   （2）  令
2

1

2
  ，  则 2 1( )N N  使得

2 22 2

1 1
[ , ]

2 2
N Nx x  具有P ，不妨记

此区间为 2 2[ , ]  。 

。。。 

   (k):  令
1

2k
  ，则] 1( )k kN N   使得

1 1
[ , ]

2 2k kN Nk k
x x  具有P ，不妨记

此区间为[ , ]k k  。 

由此可得一闭区间套{[ , ]}n n  满足 

(i)  1 1[ , ] [ , ]n n n n     ; 

      (ii) 
nnn

2

1
)(  ; 

  (iii) [ , ]n n  具有性质P ，即含有某个 0N  后的所有项。 

由闭区间套定理可知存在唯一的 [ , ]n n   。从而 )(,  nxn  。 

 

四.有限覆盖定理 

16.有限覆盖定理证明确界原理 

证明：设Ｓ 为非空有上界的数集，我们证明Ｓ 有上确界  

不妨设Ｓ没有最大值 设ｂ为Ｓ的一个上界，下面用反证法来证明supＳ ＝ζ存在 假

设supＳ 不存在，取ａ ∈Ｓ 对任一ｘ ∈［ａ，ｂ］，依下述方法确定一个相应的邻域 

Ｕｘ ＝（ｘ－δ，ｘ＋δ）  

１）若ｘ∈Ｓ，因Ｓ中没有最大值，所以至少存在一点ｘ′∈Ｓ，使ｘ′＜ｘ，这时取 

δ＝ｘ′－ｘ； 

２）若ｘ∈／Ｓ且ｘ不是Ｓ的上界，同样存在ｘ′∈Ｓ，使ｘ＜ｘ′，这时取δ＝ｘ－ｘ′； 

３）若ｘ∈Ｓ，且ｘ是Ｓ的上界,因supＳ存在，故有δ＞０，使得Ｕｘ ＝（ｘ－δ，ｘ＋δ）

中的点都是Ｓ 的上界.  

于是我们得到了［ａ，ｂ］的一个开覆盖： 

Ｈ ＝｛Ｕｘ ＝（ｘ－δ，ｘ＋δ）｜ｘ ∈［ａ，ｂ］｝  

根据有限覆盖定理，Ｈ 有有限子覆盖： 

 ̃＝｛Ｕｎｋ ＝（ｘｋ－δｘｋ，ｘｋ＋δｘｋ）｜ｋ＝１，２，⋯，ｎ｝  

将Ｕｘ分成两类,若Ｕｘ是３）中所确定的开区间，我们把Ｕｘ称为是第二类的，否则称为是



 

第一类的,显然ａ所属的邻域Ｕｘｉ是第一类的，ｂ所属的邻域Ｕｘｉ是第二类的,所以至少有

一个第一类邻域与某个第二类邻域相交，这是不可能的.  

 

 

17.有限覆盖定理证明单调有界定理  

即单调有界数列必有极限 

证：不妨设数列{ｘｎ}单调递增有上界M, 且若{ｘｎ}中有最大值，则易知{ｘｎ}收敛于某常

数，从而定理得证，一下假设{ｘｎ}中没有最大值，我们用反证法来证明 

（1）设 {ｘｎ}没有极限。对任意取定自然数  有   
<M,下面作闭区间[   

  ]的对应开覆

盖H.设x [   
  ], 

1）若x=   (  是自然数)。因为{ｘｎ}中没有最大值，说以至少存在某个自然数   ,使得

   ≤     ,这时取δ=        得x的领域（x-δ,x+δ） 

2)若x∉{ｘｎ}且x不是{ｘｎ}的上界，同样存在    {ｘｎ}，使x<    ,取δ=        得x的领

域（ｘ－δ，ｘ＋δ） 

3）若x=    {ｘｎ}且是{ｘｎ}的上界。因为    
   

  不存在，故必存在ｘ的邻域 

（ｘ－δ，ｘ＋δ），使得它不含有｛ｘｎ｝中的任何项，于是我们得到了闭区间［   
  ］

的一个开覆盖  

② 由有限覆盖定理，选出有限个开区间： 

（ｘ１－δ１，ｘ１＋δ１），⋯，（ｘｎ－δｎ，ｘｎ＋δｎ） 

也能覆盖闭区间［   
，Ｍ］  

③ 将这有限个开区间分成两类：若（ｘｉ－δｉ，ｘｉ＋δｉ）是第３） 

中情形，则称之为第１类；否则称为第２类  

显然   
所属的邻域是第１类 Ｍ 所属的邻域是第２类 但因 

（ｘ１－δ１，ｘ１＋δ１），⋯，（ｘｎ－δｎ，ｘｎ＋δｎ）覆盖了［ｘｎ０，Ｍ］，所以至

少有一个第１类开区间与某个第２类开区间相交，这是不可能的，矛盾。  

 

 

18. 有限覆盖定理证明区间套定理 

即若 ［ａｎ，ｂｎ］    
 是一闭区间套，则存在唯一ζ属于所有的闭区间［ａｎ，ｂｎ］，ｎ 

＝１，２，⋯  

证:用反证法证明 ①假设［ａｎ，ｂｎ］，ｎ＝１，２，⋯，没有公共点， 

则［ａ１，ｂ１］上的任何一点都不是｛［ａｎ，ｂｎ］｝的公共点,从而，总存在一个开区

间（ｘ－δｘ，ｘ＋δｘ），使得（ｘ－δｘ，ｘ＋δｘ）不与所有的［ａｎ，ｂｎ］相交 即

存在［ａｎｘ，ｂｎｘ］，使［ａｎｘ，ｂｎｘ］∩（ｘ－δｘ，ｘ＋δｘ）＝ ϕ， 

现让ｘ 取遍［ａ１，ｂ１］上的所有点，就得到一个开区间集： 

Ｈ ＝｛（ｘ－δｘ，ｘ＋δｘ）：ｘ 取遍［ａ１，ｂ１］上的所有点｝  

② 由有限覆盖定理，选出有限个开区间： 

 ̃＝｛（ｘｋ－δｘｋ，ｘｋ＋δｘｋ）：ｋ＝１，２，⋯ｍ｝， 

覆盖闭区间［ａ，ｂ］，其中（ｘｋ－δｘｋ，ｘｋ＋δｘｋ）∩［ａｎｘｋ，ｂｎｘｋ］＝ϕ ； 

③ 因为［ａｎｘｋ，ｂｎｘｋ］只有有限个，由闭区间套定理的条件，它们是一个包含着一

个，因此其中一定有一个最小区间，设为［ａｎ０ｂｎ０］，这时， 



 

［ａｎ０，ｂｎ０］∩（ｘｋ－δｘｋ，ｘｋ＋δｘｋ）＝ϕ ，ｋ＝１，２，⋯ｍ  

从而，［ａｎ０，ｂｎ］∩⋃ （ｘｋ－δｘｋ，ｘｋ＋δｘｋ） 
   ＝ ϕ 

这就与［ａｎ０，ｂｎ０］⊂［ａ１，ｂ１］矛盾  

所以，［ａｎ，ｂｎ］，ｎ ＝１，２，⋯，应有公共点  

19. 有限覆盖定理证明聚点定理 

 

20. 有限覆盖定理证明Cauchy收敛准则 

证(反证法)  假设柯西列 }{ nx 不收敛， 

易证 }{ nx 为有界无穷数列，取ε=1，因{  }是柯西数列，所以存在某个正整数No，当n>No 

时有|        |   ，亦即当n>No时|  |≤ |     |+1即{  }有界。 

即存在闭区间 ],[ ba 使得 ],[}{ baxn  。则 [ , ], ( , )x ab Ux   使得 ),( xU 中只含有

}{ nx 中的有限多项(否则，若 ),(,0  xU 都有 }{ nx 中的无限多项，则易证 }{ nx 收敛，

这与假设矛盾)。 

从而得 ],[ ba 的一个开覆盖 ]},[),({: baxxU    

由 Heine–Borel 有限覆盖定理知，存在的一个有限子覆盖 

              1 },,2,1],,[),({: kibaxxU iii   。     

所以 1 只含有 }{ nx 中的有限多个点，这显然与  )( 1 ],[ ba }{ nx 是矛盾的, 

假设错误, 因此 }{ nx 必收敛。 

 

五.聚点定理 



 

21.聚点定理证明确界原理 

证  设S 是一个有上界数集，则 b R  使得 x S  有 x b ，取a S 构造区

间 ],[ ba 。定义性质 :P  区间中至少有一个数属于S 且区间的右端点为S 的一个上界。 

利用二等分法容易构造出满足性质P 的区间套 ]},{[ nn ba
 

定义性质 P：  不能用中有限个开区间覆盖。 

 (1)  将[ , ]a b 等分为两个子区间，则至少有一个具有性质 P ，不妨记该区间为

1 1[ , ]a b ，则 1 1[ , ] [ , ]a b a b ; 

 (2)  将 1 1[ , ]a b 等分为两个子区间，则至少有一个具有性质 P ，不妨记该区间为

2 2[ , ]a b ，则 2 2 1 1[ , ] [ , ]a b a b ; 

 

n)  将 1 1[ , ]n na b  等分为两个子区间，则至少有一个具有性质 P，不妨记该区间为

[ , ]n na b ，则 1 1[ , ] [ , ]n n n na b a b  ; 

由此可得一个区间套{[ , ]}n na b 且满足 0
2

n n n

b a
b a


        (1) 

    显然 ],[}{ babn  且单调递减有下界。我们证明 )(,,  nbR n  。事实上，

不妨设 }{ nb 有无穷个数，由聚点原理知 }{ nb 有聚点。 

因此 ,0 0N ，使得 ),( UbN  且 Nb 。由于 }{ nb 单调递减，则易证

n N   有 ),( Ubn  。 

由于 nb 都为 S 的上界， ( ( , )U   )所以  也为 S 的上界。由 (1) 易证

)(,  nan  。 故 ,0 11 ,0 NnN  有 ),( Uan  。 从 而 可 知 ，

1, ,n N N x S      ),(],[ Ubax nn  。即   x  

故 为S 的上确界。 

 

22.聚点定理证明单调有界定理 

证  不妨设 }{ nx 是单调有上界无穷数列，即 ,a b R  ，使得 ],[}{ baxn  。故由聚

点原理可知  ,R 为 }{ nx 的聚点，即 ),(,0  U 含有 }{ nx 中的无限多项。由单

调性易得知 ),( U 外最多有 }{ nx 中的有限项，因此又极限的一种等价定义得： 

      𝑥  𝜉  

 

23.聚点定理证明区间套定理 

即若｛［ａｎ，ｂｎ］｝是一闭区间套，则存在唯一ζ属于所有的闭区间［ａｎ，ｂｎ］， 

ｎ＝１，２，⋯  

证：设Ｓ＝｛ａｎ｝∪｛ｂｎ｝ 则Ｓ是有界无限点集 由聚点定 

理得数集Ｓ聚点ζ 若存在一个ａＮ，使ｂｎ＞ａＮ ＞ζ（ｎ＝１，２，⋯）  

再取ε＝
 

 
（ａＮ－ζ），由｛ａｎ｝的单调性，当ｎ＞Ｎ 时，ａｎ＞ａＮ ＞ζ＋ε这样，（ζ



 

－ε，ζ＋ε）内至多有Ｓ 中的有限多个点 这与ζ是聚点矛盾，于是得到ζ≥ａｎ（ｎ ＝

１，２，⋯）  

同理可证，ζ≤ｂｎ（ｎ ＝１，２，⋯） 因此，有ζ∈⋂ ［ａｎ，ｂｎ］ 
    

唯一性 

最后证明满足ξ是唯一的.设数ξ′也满足 

an ≤ ξ′≤ bn, n = 1,2,⋯,     （1） 

因为  an ≤ ξ≤ bn, n = 1,2,⋯,        （2） 

则由（1）(2)式有 

| ξ- ξ′|≤ bn - an, n = 1,2,⋯. 

由区间套的条件得 

| ξ  ξ′| ≤    
   

(ｂｎ－ａｎ)     

故有ξ′= ξ.唯一性即证。 

 

24.聚点定理证明有限覆盖定理 

即闭区间［ａ，ｂ］的任一开覆盖Ｈ 都有有限的子覆盖  

证① 找一个使它具有与性质ｐ 相反的性质   的数集Ｓ； 

为此我们先证明δ＞０，ｘ∈［ａ，ｂ］有开区间（α０，β０）∈Ｈ，使 

（ｘ－δ，ｘ＋δ）⊂（α０，β０）.否则,∃ｘ１∈［ａ，ｂ］对任意的（α，β） 

∈Ｈ，都有（ｘ１－１，ｘ１＋１）（α，β）,∃ｘ２∈［ａ，ｂ］－｛ｘ１｝，对任 

意的（α，β）∈Ｈ，都有（ｘ２－
 

 
，ｘ２＋

 

 
）（α，β）,如此继续得一数列｛ｘｎ｝，

ｘｎ ∈［ａ，ｂ］－｛ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ－１｝，对任意的（α，β）∈Ｈ，都有 

（ｘｎ－
 

 
，ｘｎ＋

 

 
）（α，β）  

② 显然数集｛ｘｎ｝是有界无限点集； 

③ 由聚点定理，数列｛ｘｎ｝有聚点ζ； 

④ 由｛ｘｎ｝⊂［ａ，ｂ］，得ζ∈［ａ，ｂ］,故存在一个开区间（α１，β１）∈Ｈ，使

ζ∈（α１，β１） 令δ１＝ｍｉｎ｛ζ－α１，β１－ζ｝，则存在自然数Ｎ， 使Ｎ ＞
 

  
 

，ｘＮ ∈(ζ－
  
 
，ζ＋

  
 
)  从而，(ζ－

 
 
，ζ＋

 
 
)⊂（α１，β１）矛盾  

现在，我们取ｎ＝[
   

  
]+1 , ｘｉ＝ａ＋

２ｉ＋１

２ｎ
（ｂ－ａ），ｉ＝０，１，２，⋯  

设（ｘｉ－δ，ｘｉ＋δ）⊂（ａｉ，ｂｉ）∈Ｈ，ｉ＝０，１，２，⋯ 则 

⋃ （ａｉ，ｂｉ）   
   ⊃ ⋃ （ｘｉ－δ，ｘｉ＋δ）   

   ⊃［ａ，ｂ］， 

因此所需结论成立  

 

25.聚点定理证明Cauchy收敛准则 

证明：设｛ｘｎ｝是一Cauchy列，则知｛ｘｎ｝是有界的 若｛ｘｎ｝中只有有限多个项不相



 

同，那么必有一项譬如ｘｎ０出现无限多次，这时就得到｛ｘｎ｝的一个收敛子列｛ｘｎｋ｝。

又因为｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列，故对 ε＞０，存在自然数Ｎ，当ｎ ＞ｍ ＞Ｎ 时 

｜ｘｎ－ｘｍ｜＜ε 

特别地，当ｎ ＞Ｎ，ｋ＞Ｎ 时由于ｎｋ ＞ｋ＞Ｎ，从而 

｜ｘｎ－ｘｎｋ｜＜ε， 

令ｋ→ ∞，得｜ｘｎ－ｘｎ０｜≤ε 即    
   

ｘｎ ＝   
 

若｛ｘｎ｝中有无限多项互不相同，则数集Ｓ ＝｛ｘｎ｝是一有界无限点集,根据聚点定理，

Ｓ 至少有一聚点ζ，由聚点的定义，对任意的自然数ｋ，在Ｕ（ζ，
 

 
）中，必含有｛ｘｎ 

｝的无限多项，从而在Ｕ（ζ，
 

 
）中可选出一项ｘｎｋ且ｘｎｋ ≠ζ，由于ｋ 的任意性，所

以    
   

ｘｎｋ ＝ζ 同上可知，    
   

ｘｎ ＝ζ 

 

六.Cauchy收敛准则 

26. Cauchy收敛准则证明确界原理 

证: 设S 为非空有上界数集.由实数的阿基米德性,对任何正数α,存在整 

数Kα,使得λα = kαα为S 的上界,而λα - α= ( kα - 1)α不是S 的上界, 即存在 

α′∈ S,使得α′> ( kα - 1)α. 

分别取α=
 

 
, n = 1,2,⋯,则对每一个正整数n,存在相应的λn,使得λn为S 的上界,而 

λn 
 
 
 不是S 的上界,故存在a′∈ S,使得a′> λn  

 
  

又对正整数m ,λm 是S 的上界,故有λm ≥ a′.结合(6)式得λn - λm <
 

 
; 

同理有λm - λn <
 

  
 

.从而得 

| λm - λn |<max(
 

 
 
 

 
), 

于是,对任给的ε> 0,存在N > 0,使得当m , n> N 时有 

| λm - λn | <ε. 

由柯西收敛准则,数列{λn}收敛.记 

   
   

λn = λ. (1) 

现在证明λ就是S 的上确界.首先,对任何a∈ S 和正整数n 有a≤λn,由 

(1)式得a≤λ,即λ是S 的一个上界.其次,对任何δ> 0,由
 

 
→0 ( n→∞)及 

(1)式,对充分大的n 同时有 

 

 
 <

δ

 
 ,λn >λ - 

δ

 
. 



 

又因λn -
 

 
不是S 的上界,故存在a′∈ S,使得a′> λn -

 

 
 

.结合上式得a′> λ -δ>λ 
δ

 
 

δ

 
=λ- δ. 

这说明λ为S 的上确界. 同理可证:若S 为非空有下界数集,则必存在下确界. 

27. Cauchy收敛准则证明单调有界定理  

证   不妨设 }{ nx 为单增有上界数列。假设 }{ nx 无极限，Cauchy 收敛准则可知，

,,0,00 NnmN   但是 0 mn xx 。由 N 的任意性，不难得到 }{ nx 的一

个严格单增的子列{ }
knx ，满足 

1 1 10 0 02
k k kn n n nx x x x k  
 
       。

由于 0 0, 0k   ， 所以当k 时，有
1knx

。 这与 }{ nx 为有界数列

矛盾，  故 }{ nx 收敛 

 

28. Cauchy收敛准则证明区间套定理 

证  设 ]},{[ nn ba 是 Cantor 区间套。则由  nab nn (,0  可知， ,0

NnN  ,0  时，有|    -   |<ε。 

由于 }{ na 单调递增， }{ nb 中的每一个元素都为 }{ na 的上界。 

故 Nnm  ，则有。  ≤   ≤   ≤    

所以|    -   |=    -   ≤   -    |    -   |<ε 

|    -   |=    -   ≤   -    |    -   |<ε 

故由 Cauchy 收敛准则可知{  },{  }收敛，                    

下证 r [  ,  ],用反证法 

若∃  ,使r<   
,由{  }单调递增知n>  时  >   

>r 

所以|    r|=    r 0, 两边取极限有0≤   
   

（    r）<0,矛盾 

同理 若∃  ,使r>   
,由{  }单调递减知n>  时r    𝑏  

 

所以| 
 
  r|= r    0, 两边取极限有0≤   

   
（r   ）<0，矛盾 

故r [  ,  ], 

最后证明满足r是唯一的.设数r′也满足 

an ≤ r′≤ bn, n = 1,2,⋯,     （1） 

因为  an ≤ r≤ bn, n = 1,2,⋯,        （2） 

 

则由（1）(2)式有 

| r- r′|≤ bn - an, n = 1,2,⋯. 

由区间套的条件得 

|     ′| ≤    
   

(ｂｎ－ａｎ)      



 

故有r′= r.唯一性即证。 

 

 

 

29. Cauchy收敛准则证明有限覆盖定理 

即闭区间［ａ，ｂ］的任一开覆盖Ｈ 都有有限的子覆盖  

证① 在［ａ，ｂ］上选取一数列｛ｘｎ｝，使得（ｘｎ－
 

 
，ｘｎ＋

 

 
）∩［ａ，ｂ］具有与

性质ｐ：闭区间［ａ，ｂ］能被Ｈ中有限个开区间覆盖， 

相反的性质   ：闭区间［ａ，ｂ］不能被Ｈ 中有限个开区间覆盖； 

若［ａ，ｂ］具有性质   ，则 ｘ１∈［ａ，ｂ］，使（ｘ１－１，ｘ１＋１）∩［ａ，ｂ］

具有性质   否则，［ａ，ｂ］具有性质ｐ，如此继续，得一数列｛ｘｎ｝，使 

⋂（ｘ －
 
 
，ｘ ＋

 
 
）  ［ａ，ｂ］

  

   

 

具有性质    

② 因为｜ｘｎ－ｘｍ｜≤max{
１

ｎ
 
１

 
} 

所以，数列｛ｘｎ｝满足Ｃａｕｃｈｙ收敛准则的条件； 

③ 由Ｃａｕｃｈｙ收敛准则得，ζ＝    
   

ｘｎ； 

④显然，ζ∈［ａ，ｂ］ 存在开区间（α，β）∈Ｈ，使ζ∈（α，β）  

又由    
   

ｘｎ＝ζ，存在ｘＮ，使（ｘ －
 
 
，ｘ ＋

 
 
）⊂（α，β） 这与 

 ｘ －
 
 
，ｘ ＋

 
 
 具有性质   矛盾。 

 

30. Cauchy收敛准则证明聚点定理 

即任一非空有界无限点集Ｓ 必有聚点  

证:① 取ａ为Ｓ的下界，对任意固定的自然数ｎ，存在自然数ｋｎ，使ｘｎ ＝ａ＋
  

 
 满足 

１）Ｓ ∩（ｘｎ，＋∞）至多为有限点集；２）Ｓ ∩(ｘｎ－
１

ｎ
，＋∞）为无限点集  

② 由①对任意自然数ｎ、ｍ，ｘｎ－
１

ｎ
＜ｘｍ，这是因为，若存在ｎ、ｍ 使ｘｎ－

１

ｎ
≥ｘｍ，

则 Ｓ ∩（ｘｎ－
１

ｎ
，＋∞）⊂  Ｓ ∩（ｘｍ，＋∞）， 

这与１）、２）矛盾 从而 

｜ｘｎ－ｘｍ｜≤max{
１

ｎ
 
１

 
}因此｛ｘｎ｝满足Ｃａｕｃｈｙ收敛准则； 

③ 由Ｃａｕｃｈｙ收敛准则得，ζ＝    
   

ｘｎ； 



 

④ 对 ε＞０，由于    
   

 ｘｎ－
１

 
 ＝ζ，所以存在ｎ０使得 

   
，   

－
 

  
 ∈（ζ－ε，ζ＋ε）， 

从而 

Ｓ ∩（   
－

 

  
，＋∞）⊂ Ｓ ∩（ζ－ε，＋∞）， 

由２）得Ｓ ∩（ζ－ε，＋∞）是无限点集 

又Ｓ ∩（ζ＋ε，＋∞）⊂ Ｓ ∩（   
，＋∞）， 

由１）得Ｓ ∩（ζ＋ε，＋∞）至多是有限点集 因此 

Ｓ ∩（ζ－ε，ζ＋ε）， 

是无限点集，即ζ是Ｓ 的聚点  

 

 

到此，实数完备性基本定理的相互证明完毕 

 

 单 调 有

界定理 

确 界

定理 

区 间

套定理 

有 限 覆

盖定理 

聚 点

定理 

柯 西 收

敛定理 

单 调 有

界定理 

 √ √ √ √ √ 

确 界

定理 

√  √ √ √ √ 

区 间 套

定理 

√ √  √ √ √ 

有 限 覆

盖定理 

√ √ √  √ √ 

聚 点 定

理 

√ √ √ √  √ 

柯 西 收

敛定理 

√ √ √ √ √  

 

 


