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任意三维应力状态下的主应力计算分析

吴思源

2019 年 5 月 14 日

1 牵引向量和应力分量

为方便描述复杂应力情形下单元体的应力状态，先建立具有基矢量的

笛卡尔坐标系，并使基矢量之一是表面的法线，并且坐标系的原点位于牵

引作用的点，如图 1。定义牵引矢量 t，这个矢量表征了在某参考平面上的

图 1: 牵引向量的分解：应力分量

一个单元体所受的应力和，即此单元体在此表面处所受的牵引应力。在与

e3 正交的平面上的牵引矢量可以写做

t(e3) = σ31e1 + σ32e2 + σ33e3 (1)

其中，σ33 代表此平面上的正应力，以外法线方向为正（即 e3 正方向），σ31

与 σ32 表示平面上的切应力。写出单元体三个面上的牵引向量为：

t(e1) = σ11e1 + σ12e2 + σ13e3

t(e2) = σ21e1 + σ22e2 + σ23e3

t(e3) = σ31e1 + σ32e2 + σ33e3

(2)
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图 2: 九个应力分量的状态示意图

式中的 e1 , e2 , e3 的方向如图 2所示。其余各应力的状态也如图??所示
当然，我们可以使用矩阵来表征这九个分量，图 2状态下的应力矩阵

[σij] 为

[σij] =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 (3)

结合(2) 式可得
t(e1)

t(e2)

t(e3)

 = [σij]


e1

e2

e3

 =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33




e1

e2

e3

 (4)

在同一单元体上，当选取不同的坐标轴时，相应地导出此坐标轴对应

的应力矩阵
[
σ′
ij

]
为：

[
σ′
ij

]
=


σ′
11 σ′

12 σ′
13

σ′
21 σ′

22 σ′
23

σ′1
31 σ′′

32 σ′3
33

 (5)
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图 3: 不同坐标系下九个应力分量的状态示意图

2 柯西定律

对于更加一般的情况，将上面得到的结论进行推广，即给定了平面和

平面上的应力状态，可以根据划分单元体确定平面上的牵引矢量。如图 4所
示。n 代表平面上的法向量，应力状态在图中标明。[1]
通过上节推导，可得牵引矢量为

ti = σjinj (6)

将上式写成矩阵形式，牵引矢量、应力分量与平面法向量可写为

[
t
(n)
i

]
=


t
(n)
1

t
(n)
2

t
(n)
3

 , [σij] =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 , [ni] =


n1

n2

n3

 (7)

注意到应力矩阵 [σij] 为对称矩阵。这是因为根据切应力互等定律有如

下关系

σji = σij (8)

根据以上推导，可以求出已知应力状态下任意表面的正应力为

σN = n · t(n) (9)
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图 4: 柯西定律

其中 n 代表表面的法向量。此状态下平面上的剪力为

σS =

√
|t(n)|2 − σ2

N (10)

此平面上的剪力与正应力关系如图 5所示

3 转换矩阵

对于应力状态已知的情况，当考虑从不同方向取单元体，对于其各个截

面的应力不尽相同，而此时应力矩阵也不相同。但是不同方向的应力矩阵

之间的关系是很容易推导出来的。因为这里将应力矩阵视为一个张量，根

据张量变换和线性代数的知识，应力矩阵 [σij] 与
[
σ′
ij

]
的关系为

[σij] = [Q]
[
σ′
ij

] [
QT

]
(11)

式中 [Q] 是一个正交矩阵，此处称为应力转换矩阵。

如 6所示，对于两个不同的右手系坐标轴，写出其应力转换矩阵如下

[Qij] =


cos (e1, e′1) cos (e1, e′2) cos (e1, e′3)
cos (e2, e′1) cos (e2, e′2) cos (e2, e′3)
cos (e3, e′1) cos (e3, e′2) cos (e3, e′3)

 (12)
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图 5: 已知应力状态下任意平面的正应力与切应力

图 6: 两个不同坐标系下
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上式中，cos
(
ei, e

′
j

)
代表两个向量之间夹角的余弦。综上，通过借助张量分

析中的相关知识，可以实现已知应力状态下任意角度应力矩阵的求解。

4 主应力的求解

通过以上的推导，只需要找到特定的应力转换矩阵，就可以很容易的

求出主应力。[2] 在截面为主平面时，牵引矢量与平面法向量共线，二者成
正比，有如下关系

t = σn (13)

式中的 σ 即为主应力。

根据如上关系，可以将(7)带入(13)，得到如下关系

σn = σn, σijnj = σni,


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33




n1

n2

n3

 = σ


n1

n2

n3

 (14)

将等式化为如下方程

(σ − σI)n = 0 (15)

上式也可以写成如下形式

(σij − σδij)nj = 0 (16)

或 


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

− σ


1 0 0

0 1 0

0 0 1





n1

n2

n3

 =


0

0

0

 (17)

为了使等式成立，需要左边的矩阵为奇异矩阵，即行列式等于零
σ11 − σ σ12 σ13

σ21 σ22 − σ σ23

σ31 σ32 σ33 − σ




n1

n2

n3

 =


0

0

0

 (18)
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解出 σ 满足如下标量方程，式中

det(σ − σI) = det


σ11 − σ σ12 σ13

σ21 σ22 − σ σ23

σ31 σ32 σ33 − σ

 = 0 (19)

通过求解以上行列式，能够得到如下的标量方程

σ3 − I1σ
2 + I2σ − I3 = 0 (20)

式中各参量为

I1 = σ11 + σ22 + σ33

I2 = σ11σ22 + σ22σ33 + σ33σ11 − σ2
12 − σ2

23 − σ2
31

I3 = σ11σ22σ33 − σ11σ
2
23 − σ22σ

2
31 − σ33σ

2
12 + 2σ12σ23σ31

(21)

求解此三次方程便可求出任意三向应力状态下的正应力。三次方程的三个

根就是三个主应力。显然，这三个主应力是应力矩阵的三个特征值，对应的

截面坐标是应力矩阵的特征向量。
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