
答案 1 
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yc
cxxyxxx

′==
++++−

=
++++−

2
))1(2()2(

2
44)2( 22

 

因此 对任意常数 c 是方程的解，区间为 。 122 +++= ccxcy 2( 1)x c≥ +

把
4

)4( +−
=

xxy 带入方程中易得：
4

)4( +−
=

xxy 也是方程的解。 

3. 

（1） y= 2x ，    (2)   y= ，    (3)   y=xxe5 2/2，    (4)    y=2， 

(5)    y=ex，  (6)   xy =     (7)   y= ，   (8)   y=exsin x, 

4.  代入验证即可，y=cx+ , 2c

5.  将 y=0， 代入方程，易证是方程的解，此结果与存在唯一性不矛盾，因为

在（0，0）点函数

16/4xy =

yxyxf =),( 不是 Lipschitz 连续的。 

6.  证明：把 )(xy φ= 代入方程有， ))(()( xf
dx

xd φφ
= ，令 x → cx + 代入，则得证。区间

是  cbxca −<<−

7.  解：设 t 时刻该物体的速度是 v(t), 则物体的运动方程是 ,20)0(, =−= vg
dt
dv

 解为

，到达最高点的时间是gttv −= 20)( gT /20= 秒，高度函数为 ，

高度是 米。 

2/201)( 2gttth −+=

gH /2001+=

8. （1）水面随时间降低，降低的速率在减小；  

（2） )(2)( tghtv =   

（3）设 t 时刻液面高度是 h(t)，由体积相等有 2 22 ( ) , (0) ,dha gh t R h H
dt

− = =  

9. 没有变化 

10.  解分别是： 3)sin2(
1

x
y

−
= 和 

3)sin
2
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x
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第一个解在任意区间均存在，第二个解在 
5 2
6 6

xπ ππ< < +  存在。  

对于 0)( yy =π ， 当 时，区间为00 | | 1y< < ( , )−∞ +∞ ， 



当 时是 ， 0 1y ≥ 1/ 3 1/ 3
0 0( arcsin , 2 arcsin )y yπ π− −− +

当 时是 。 0 1y ≤ − 1/ 3 1/ 3
0 0(arcsin , arcsin ).y yπ− −−

11.当 且 时，极限存在且为 1；y＝0 时，极限时 0。 10 ≠y 00 ≠y

12. 由定理 1.1 的证明过程知道
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∑φφ ，其中 M=max ),( yxf , L 是 Liapunov 常数 

13 反证法 
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令 则 是下面初始值问题的解，

。

反证，若有 , )使得 由于

则必有 , 使得 即

这与解的存在惟一性定理矛盾。

0,>  

14.Picard 迭代函数是 ，dsssx
x

nn ∫ −++=
0

1 )](1[()( φφ 00 =φ ， 

 := φ1  + 
1
2 x2 x  

 := φ2  +  + x2 1
6 x3 x  

 := φ3  +  +  + x2 1
3 x3 1

24 x4 x  

 := φ4  +  +  +  + x2 1
3 x3 1

12 x4 1
120 x5 x  

 := φ5  +  +  +  +  + x2 1
3 x3 1

12 x4 1
60 x5 1

720 x6 x  

用归纳法验证一般形式，极限是  xey x −−= 22

15.证明：反证法，我们只证明 的情况，小于的情况类似。 0xx >



   令 )()()( xxxh φψ −= ，则 0)( 0 =xh ， 连续可导，由于   )(xh ),(),( 0000 yxFyxf <

   ，故在 的一个邻域内必有 ，若有一点 ， ，使得 ，

不 妨 假 设 是 使 得

0)( 0
' >xh 0x 0)( >xh 1x 01 xx > 0)( 1 =xh

1x 0)( =xh 的 最 靠 近 的 点 ， 则 )()( 11 xx ψφ = ， 且

，矛盾，所以当 时 必

然大于零。 

0)( 1
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' >−= xxfxxFxh φψ 0xx > )(xh

16.证明：若 是有限值，由于0x )(,)( 00 xxyx →→φ 且 '
0( ) ( , ( )),x f x x x xφ φ= =在 的邻域

内连续有界，函数  就是一个可微函数。事实上，
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因此 oyxx =)()( 0ψψ 是方程满足 的解，有解的存在唯一性定理得： 0)( yx =ψ ，即 )(xφ  

是常数解，矛盾。 
 
17.程序如下 
1) 
 > restart:with(DEtools): 
DEtools[phaseportrait] 
([diff(y(x),x)=y(x)*exp(-x^2)], 
y(x),x=-2..2, 
[[y(-2)=0.1],[y(-2)=-0.1], 
[y(-2)=0.3],[y(-2)=-0.3]], 
dirgrid=[17,17],arrows=LINE, 
linecolor=BLUE, axes=NORMAL); 

 



 
这里只给第一题的程序，其他的类似（注意调节初始值）。 

 

18．答案： 0
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19.证明：设该方程的积分曲线是 )(xy φ= ，则
' ( ) tan 1 ( ) tanx x x xφ φ= + − x ，当此曲线与

oy 轴相交时， ，故所有的切线斜率均是 1，相互平行。交角为 45 度。 1)0(,0 ' == φx

20.证明：若 )(xy φ= 有拐点 0)('')(),,( 11111 == xxyyx φφ 且则必有 ，因此得出 

  ))(,()( 1
' xxfx φφ =

'' ( ) ( , ( )) ( , ( )) '( )x yx f x x f x x xφ φ φ= + φ ， 

在拐点处， 
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在等倾线上 ，两边关于 x 求导，有cyxf =),(
),(
),('

yxf
yxf

y
y

x−= ，为等倾线斜率，

,即 ，故在拐点处积分曲线与等倾线

相切。       

0)()(' ＝为积分曲线的斜率，由 ’ xx φφ '' )( yx =φ

 


