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方程的通解是
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10. 利用线性方程解的结构定理 
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方程的通解为： 其中 和 是齐次方程

两个线性无关的解， 是非齐次方程的一个特解。非齐次方程的任意

一个解 都可以通过选择适当的常数 和 来得到.

首先证明 、 和 线性无关：

如果 、 和 线性相关，则有不全为零的常数 、 和 ，满足
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。如果 ， 和 线性相关，如果 ，

（ ） ， 就只能是齐次方程的解。这两种情况都

会导致矛盾，所以 、 和 线性无关。

再证非齐次方程有三个线性无关的解： 、 和

如果有不全为零的常数 、 和 ，满足 
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即  （ ） ， 

由 、 和 线性无关得 ， ， 。

所以 、 和 线性无关。

再证非齐次方程最多有三个线性无关的解：

如果 、 、 和 是方程的解，则 2 1 3

1 4 1 2

3 1 1 2 2 1 3 3 1 4

1 2 3 1 1 2 2 3 3 4

1 2 3 1 2 3 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

t t t
t t b b

b b t t b t t b t t
b b b t b t b t b t

b b b b b b t t

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

−

− + − + − ≡

+ + − − − ≡

+ +

， ，

是齐次方程的解，必然线性相关，有不全为零的常数 、 和

，使得 （ ） （ ） （ ） ，

即  （ ） 。

由于 、 、 和 至少有一个非零，所以 、 、 3 4( ) ( )t tϕ和

这4个解必然线性相关。
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