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1 线性空间及线性算子

1 线性空间及线性算子

1.1 R3 空间向量分析

1.1.1 向量的概念

• 标积：A ·B = |A||B| cos θ
• 矢积：A×B = e|A||B| sin θ

1.1.2 R3 空间向量代数

1. 运算规则符号：
(1) Einstein 求和约定：A = Aiei

(2) Kronecher δ 符号：δij =

0 i ̸= j

1 i = j

(3) Levi-Civita 符号：εijk =


1 i, j, k 偶排列

−1 i, j, k 奇排列

0 i, j, k 有相同者

(4) 单位全反对称张量乘积公式：εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

Proof. 注意到，Levi-Civita 符号可由单位向量混合积得到：

εijk = [ei ej ek] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ei1 ei2 ei3

ej1 ej2 ej3

ek1 ek2 ek3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1 δi2 δi3

δj1 δj2 δj3

δk1 δk2 δk3

∣∣∣∣∣∣∣∣
下面考虑一般形式：

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi1 δi2 δi3

δj1 δj2 δj3

δk1 δk2 δk3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
δl1 δl2 δl3

δm1 δm2 δm3

δn1 δn2 δn3

∣∣∣∣∣∣∣∣
T

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣
i替换l
=====

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 δim δin

δji δjm δjn

δki δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣− δim

∣∣∣∣∣δji δjn

δki δkn

∣∣∣∣∣+ δin

∣∣∣∣∣δji δjm

δki δkm

∣∣∣∣∣
= 3(δjmδkn − δjnδkm)− δim(δjiδkn − δjnδki) + δin(δjiδkm − δjmδki)

= δjmδkn − δjnδkm

2. R3 空间向量运算：
(1) 加法：A+B = (A1 +B1)e1 + (A2 +B2)e2 + (A3 +B3)e3 = (Ai +Bi)ei

(2) 数乘：αA = αA1e1 + αA2e2 + αA3e3 = αAiei

(3) 标积：A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 = AiBi

(4) 矢积：A×B = εijkeiAjBk
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1 线性空间及线性算子

1.1.3 R3 空间向量分析

Definition 1.1 (nabla 算子)
∇ = ∂iei (1.1)

Definition 1.2 (Laplace 算符)

∇2 = ∇ · ∇ = (ei∂i) · (ej∂j) = δij∂i∂j = ∂i∂i (1.2)

Definition 1.3 (标量场的梯度)
grad φ = ∇φ = ei∂iφ (1.3)

Definition 1.4 (向量场的散度)
divA = ∇ ·A = ∂iAi (1.4)

Definition 1.5 (向量场的旋度)
Curl A = ∇×A = εijkei∂jAk (1.5)

Theorem 1.1 (Gauss 公式) ˆ
∂V

A · dσ =

ˆ
V

∇ ·AdV (1.6)

Lemma 1.1 (Green 公式) ˆ
∂V

ψ
∂φ

∂n
dσ =

ˆ
V

(ψ∇2φ+∇ψ · ∇φ)dV (1.7)
ˆ
∂V

(ψ∇φ− φ∇ψ) · dσ =

ˆ
V

(ψ∇2φ− φ∇2ψ)dV (1.8)

Theorem 1.2 (Stokes 公式) ˛
∂S

A · dl =
ˆ
S

(∇×A) · dσ (1.9)

调和函数的两个基本性质： ˆ
∂Ω

∂u

∂n
dΩ = 0 (1.10)

u(x0, y0, z0) =
1

4πR2

ˆ
SR

udσ (1.11)

1.1.4 R3 空间向量分析的重要公式

1. ∇ · r = 3 (1.12)

2. ∇× r = 0 (1.13)

3. ∇(φ+ ψ) = ∇φ+∇ψ (1.14)

4. ∇(φψ) = φ∇ψ + ψ∇φ (1.15)

5. ∇ · (A+B) = ∇ ·A+∇ ·B (1.16)

6. ∇× (A+B) = ∇×A+∇×B (1.17)

7. ∇ · (φA) = A · (∇φ) + φ∇ ·A (1.18)

8. ∇× (φA) = A× (∇φ) + φ∇ ·A (1.19)

9. ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) (1.20)

10. ∇× (A×B) = (B · ∇)A−B(∇ ·A)− (A · ∇)B +A(∇ ·B) (1.21)

11. ∇(A ·B) = (B · ∇)A+ (A · ∇)B +B ×∇×A+A×∇×B (1.22)

12. ∇×∇φ = 0 (1.23)

13. ∇ · (∇×A) = 0 (1.24)

14. ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A (1.25)
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1 线性空间及线性算子

1.2 R3 空间曲线系向量分析

1.2.1 R3 空间中的曲线系

Definition 1.6 (R3 空间中的曲线系)在 Cartesian坐标系中，空间一点坐标可由三个独立坐标参数 (u1, u2, u3)

描述，且与 Cartesian 坐标参数 (x1, x2, x3) 存在单值的函数变换关系，则坐标参数 (u1, u2, u3) 构成 R3 空
间中的曲线系。如果此曲线系下每一点都有过此点的三条坐标曲线切向量相互正交，则称为正交曲线系。
令其过渡矩阵等于一常向量，就得到用 (x1, x2, x3) 表示的三个坐标曲面：

u1(x1, x2, x3) = c1

u2(x1, x2, x3) = c2

u3(x1, x2, x3) = c3

(1.26)

其中，每两个坐标曲面相交而成坐标曲线。

1.2.2 曲线系中的度量

Definition 1.7 (度量系数)

gij =
∂xk

∂ui

∂xk

∂uj
(1.27)

对正交曲线系有：

gij =

gii i = j

0 i ̸= j
(1.28)

Definition 1.8 (度量分量)正交曲线系的度量分量是度量系数的根：

hi =
√
gii (1.29)

1. 一般正交曲线系：
(1) 线元：

ds2 = gijduiduj = g11(du1)2 + g22(du2)2 + g33(du3)2 (1.30)

(2) 面元：
dσij = dsidsj = hihjduiduj (1.31)

(3) 体元：
dV = dsids2ds3 = h1h2h3du1du2du3 (1.32)

2. 柱坐标 (ρ, φ, z)：
(1) 度量：

gρρ = 1, gφφ = ρ2, gzz = 1 (1.33)

hρ = 1, hφ = ρ, hz = 1 (1.34)

(2) 线元：
ds2 = dρ2 + ρ2dφ2 + dz2 (1.35)

(3) 面元：
dσρφ = ρdρdφ, dσρz = dρdz, dσφz = ρdφdz (1.36)

(4) 体元：
dV = ρdρdφdz (1.37)
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1 线性空间及线性算子

3. 球坐标 (r, θ, φ)：
(1) 度量：

grr = 1, gθθ = r2, gφφ = r2 sin2 θ (1.38)

hr = 1, hθ = r, hφ = r sin θ (1.39)

(2) 线元：
ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1.40)

(3) 面元：
dσrθ = rdrdθ, dσrφ = r sin θdrdφ, dσθφ = r2 sin θdθdφ (1.41)

(4) 体元：
dV = r2 sin θdrdθdφ (1.42)

1.2.3 曲线系中的向量分析

1. 一般正交曲线系：
(1) 梯度：

∇ =
1

h1

∂

∂u1
e1 +

1

h2

∂

∂u2
e2 +

1

h3

∂

∂u3
e3 (1.43)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1
(A1h2h3) +

∂

∂u2
(A2h3h1) +

∂

∂u3
(A3h1h2)

]
(1.44)

(3) 旋度：

∇×A =
1

h2h3

[
∂

∂u2
(A3h3)−

∂

∂u3
(A2h2)

]
e1+

1

h3h1

[
∂

∂u3
(A1h1)−

∂

∂u1
(A3h3)

]
e2+

1

h1h2

[
∂

∂u1
(A2h2)−

∂

∂u2
(A1h1)

]
e3

(1.45)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(
h2h3
h1

∂

∂u1

)
+

∂

∂u2

(
h3h1
h2

∂

∂u2

)
+

∂

∂u3

(
h1h2
h3

∂

∂u3

)]
(1.46)

2. 柱坐标 (ρ, φ, z)：
(1) 梯度：

∇ =
∂

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂

∂φ
eφ +

∂

∂z
ez (1.47)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

ρ

[
∂

∂ρ
(Aρρ) +

∂

∂φ
Aφ +

∂

∂z
(Azρ)

]
(1.48)

(3) 旋度：

∇×A =
1

ρ

[
∂

∂φ
Az −

∂

∂z
(ρAφ)

]
eρ +

[
∂

∂z
Aρ −

∂

∂ρ
Az

]
eφ +

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)−

∂

∂φ
Aρ

]
ez (1.49)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

ρ

[
∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

∂

∂φ

(
1

ρ

∂

∂φ

)
+

∂

∂z

(
ρ
∂

∂z

)]
(1.50)
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1 线性空间及线性算子

3. 球坐标 (r, θ, φ)：
(1) 梯度：

∇ =
∂

∂r
er +

1

r

∂

∂θ
eθ +

1

r sin θ
∂

∂φ
eφ (1.51)

(2) 散度：

∇ ·A =
1

r2 sin θ

[
∂

∂r
(Arr

2 sin θ) + ∂

∂θ
(Aθr sin θ) + ∂

∂φ
(Aφr)

]
(1.52)

(3) 旋度：

∇×A =
1

r2 sin θ

[
∂

∂θ
(r sin θAφ)−

∂

∂φ
(rAθ)

]
er+

1

r sin θ

[
∂

∂φ
Ar −

∂

∂r
(r sin θAφ)

]
eθ+

1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂

∂θ
Ar

]
eφ

(1.53)

(4) Laplace 算符：

∇2 =
1

r2 sin θ

[
∂

∂r

(
r2 sin θ ∂

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin θ
∂2

∂φ2

]
(1.54)

1.3 线性空间

1.3.1 线性空间

Definition 1.9 (线性空间)线性空间是 R3 空间的推广，又称向量空间或线性流形 (linear manifold)。
其满足如下八条规则：
1. 零元：φ+ 0 = φ

2. 负元：φ+ (−φ) = 0

3. 单位元：1φ = φ

4. 加法交换律：φ1 + φ2 = φ2 + φ1

5. 加法结合律：(φ1 + φ2) + φ3 = φ1 + (φ2 + φ3)

6. 加法分配律：k(φ1 + φ2) = kφ1 + kφ2

7. 数乘结合律：(kl)φ = k(lφ)

8. 数乘分配律：(k + l)φ = kφ+ lφ

Definition 1.10 (线性空间的维数)线性空间 L 中最大无关组的数目 n，记为 dimL = n。
Definition 1.11 (线性空间的内积)对于数域 K 和线性空间 L，内积为一个映射。其满足如下三条规则：
1. 共轭对称：⟨φ,ψ⟩ = ⟨ψ,φ⟩∗

2. 对第二个元素线性：⟨φ, kψ⟩ = k⟨φ,ψ⟩, ⟨kφ, ψ⟩ = k∗⟨φ,ψ⟩
3. 非负性：⟨φ,φ⟩ ⩾ 0

Definition 1.12 (向量的正交)
⟨φ,ψ⟩ = 0 (1.55)

Definition 1.13 (向量的模)

|φ| = ⟨φ,φ⟩ 1
2 = (ξ∗i ξi)

1
2 =

(
n∑

i=1

|ξi|2
) 1

2

(1.56)

Definition 1.14 (向量的归一化)
φ̃ =

φ

|φ|
(1.57)

Theorem 1.3 (Gram-Schmidt 正交化规则) n 维线性空间 L 任意 n 个线性无关的向量 {φi}，可用此规
则构造出 n 个正交归一的向量 {φ̃i}：

φ̃i =
φi − ⟨φ̃1, φi⟩φ̃1 − · · · ⟨φ̃i−1, φi⟩φ̃i−1

|φi − ⟨φ̃1, φi⟩φ̃1 − · · · ⟨φ̃i−1, φi⟩φ̃i−1|
(1.58)
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1 线性空间及线性算子

1.3.2 Hilbert 空间

Definition 1.15 (Hilbert 空间)完备的内积空间称为 Hilbert 空间，记为 H。
Definition 1.16 (Hilbert 空间的内积)

⟨φ, χ⟩ =
ˆ
Ω

φ∗(x)χ(x)dx (1.59)

Definition 1.17 (Hilbert 空间的模) Hilbert 空间是平方可积的空间，则 φ(x) 的模为有限值。

|φ| = ⟨φ,φ⟩ 1
2 =

(ˆ
Ω

φ∗φdx
) 1

2

<∞ (1.60)

1.3.3 线性算符

1. 坐标变换 A：
χ = Aφ (1.61)

2. 微分算符 D,∇,∇2：

Dxφ(x) =
d

dxφ(x) (1.62)

3. 对称算符和反对称算符：

S =
1

2
(B + B̃) (1.63)

A =
1

2
(B − B̃) (1.64)

B = S +A (1.65)

4. 伴随算符 A†：
⟨Aφ,χ⟩ = ⟨φ,A†χ⟩ (1.66)

5. 厄米算符：自伴算符
A† = A (1.67)

6. 幺正算符：
U †U = I (1.68)

1.3.4 线性算符的特征值和特征向量

1. 特征方程：
Aφ = λφ (1.69)

2. 可以化为：
(λI −A)φ = 0 (1.70)

3. 这个齐次线性方程组有非零解的条件为：
|λI −A| = 0 (1.71)

Proposition 1.1厄米算符的特征值是实数。
Proposition 1.2厄米算符的不同特征值的特征向量正交。
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2 复变函数

2 复变函数

2.1 复变函数的概念

2.1.1 复数与复数运算

1. 欧拉公式：
eiθ = cos θ + i sin θ (2.1)

2. 复数的三种表示方式：
(1) 代数表示：

z = x+ iy (2.2)

(2) 几何表示：
z = r(cos θ + i sin θ) = r(cos (θ + 2kπ) + i sin (θ + 2kπ)) (2.3)

(3) 指数表示：
z = reiθ = rei(θ+2kπ) (2.4)

3. 复数运算：
(1) 加法：

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2) (2.5)

(2) 乘法：
z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) (2.6)

(3) 除法：
z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

+ ix2y1 − x1y2
x22 + y22

(2.7)

4. 复数的辐角：
Argz = argz + 2kπ = θ + 2kπ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π (2.8)

5. 复数运算公式：

z1 · z2 = r1r2ei(θ1+θ2) (2.9)

zn = rneinθ (2.10)

|z1z2| = |z1||z2| (2.11)

arg(z1z2) = argz1 + argz2 (2.12)

arg
(
z1
z2

)
= argz1 − argz2 (2.13)

6. 复数球面：
ξ =

1

2

z + z∗

1 + zz∗
, η =

1

2i
z − z∗

1 + zz∗
, ζ =

zz∗

1 + zz∗
(2.14)

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ
(2.15)

2.1.2 复变函数

Definition 2.1 (复变函数) f : CR → C，其一般形式为

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (2.16)
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2 复变函数

2.2 复变函数的解析性

2.2.1 复变函数的导数

Definition 2.2 (导数)

f ′(z0) =
df(z)

dz

∣∣∣∣
z=z0

= lim
∆x→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
(2.17)

Theorem 2.1 (C-R 条件)可导的必要条件：

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
(2.18)

2.2.2 复变函数积分

Definition 2.3 (积分)
ˆ
l

f(z)dz = lim
n→∞
∆zk→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk =

ˆ
l

(udx− vdy) + i
ˆ
l

(udy + vdx) (2.19)

计算时常用参数变换法： ˆ
l

f(z)dz =
ˆ β

α

f [z(t)]z′(t)dt (2.20)

2.2.3 Cauchy 定理

Theorem 2.2 (Cauchy 定理)闭区域 D 中的解析函数 f(z) 沿任意闭合曲线 C 的积分为 0。
˛
C

f(z)dz = 0 (2.21)

Theorem 2.3 (Cauchy 积分公式) f(z) 在闭区域 D 中解析，对于 D 内任意一点 z，

f(z) =
1

2πi

˛
C

f(ξ)

ξ − z
dξ (2.22)

解析函数高阶导数的 Cauchy 公式：

f (n)(z) =
n!

2πi

˛
C

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ (2.23)

Lemma 2.1 (莫列拉定理)闭区域 D 中连续函数 f(z) 沿任意闭合曲线积分为 0 ⇒ f(z) 在 D 内解析。
Lemma 2.2 (最大模定理) max |f(x)| 只能在其解析区域的边界上达到。
Lemma 2.3 (刘维尔定理) z → ∞ 时 |f(z)| 有界 ⇒ f(z) 为一常数。
Lemma 2.4 (Cauchy 不等式) ∣∣f (n)(z)

∣∣ ⩽ n!

2π

Ml

dn+1
(2.24)

2.3 复变函数的幂级数展开

2.3.1 复变函数项级数

Definition 2.4 (复变函数项级数)形如
+∞∑
k=1

fk(z)，前 n 项部分和为 Sn(z) =
n∑

k=1

fk(z)。

Definition 2.5 (幂级数)形如
+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k 的级数称为以 z0 为中心的幂级数。

Theorem 2.4 (Abel 定理)幂级数
+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k 在点 z1 处收敛，则在 |z1 − z0| 圆域内绝对收敛；在点

z1 处发散，则在 |z1 − z0| 圆域外发散。
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2 复变函数

幂级数收敛半径的求法：
1. d’Alembert 检比法：

R = 1

/
lim

k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ (2.25)

2. Cauchy 检根法：
R = 1

/
lim

k→+∞
k
√

|ak| (2.26)

2.3.2 Taylor 展开

Theorem 2.5 (Taylor 定理) f(z) 在 z0 的邻域 U(z0, R) 中解析，则可展开为泰勒级数

f(z) =
∞∑
0

an(z − z0)
n, |z − z0| < lim

n→+∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ (2.27)

an =
f (n)(z0)

n!
=

1

2πi

˛
C

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ (2.28)

常用 Taylor 级数：

1. ez =
∞∑
0

1

n!
zn, z ∈ (−∞,+∞) (2.29)

2. sin z =
∞∑
0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1, z ∈ (−∞,+∞) (2.30)

3. cos z =
∞∑
0

(−1)n

(2n)!
z2n, z ∈ (−∞,+∞) (2.31)

4. ln (1 + z) =
∞∑
0

(−1)n

n+ 1
zn+1, z ∈ (−1, 1) (2.32)

5. 1

1− z
=

∞∑
0

zn, z ∈ (−1, 1) (2.33)

6. 1

1 + z
=

∞∑
0

(−1)nzn, z ∈ (−1, 1) (2.34)

7. (1 + z)α =
∞∑
0

Cn
αz

ne2αkπi (2.35)

2.3.3 Laurent 展开

Theorem 2.6 (Laurent 定理) f(z) 在 z0 为中心的圆环域 R1 < |z − z0| < R2 中解析，则

f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)
n (2.36)

an =
1

2πi

˛
C

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ (2.37)

孤立奇点的类型：
1. 可去奇点：f(z) 在 z0 处的 Laurent 级数没有负幂项。
2. m 阶极点：f(z) 在 z0 处的 Laurent 级数有 m 阶负幂项。
3. 本性奇点：f(z) 在 z0 处的 Laurent 级数有无穷阶负幂项。
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2 复变函数

2.4 留数及其应用

2.4.1 留数定理

Definition 2.6 (留数) f(z) 在 z0 处的 Laurent 级数的负一次项系数，记作

Resf(z0) = a−1 =
1

2πi

˛
C

f(z)dz (2.38)

Theorem 2.7 (留数定理) ˛
C

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Resf(zk) (2.39)

Theorem 2.8 (留数之和定理) f(z) 在复平面上存在有限个孤立奇点 ⇒ 复平面内留数之和为 0。
n∑

k=1

Resf(zk) + Resf(∞) = 0 (2.40)

Theorem 2.9 (Cauchy 幅角原理) f(z) 零点阶数为 Mi，极点阶数为 Ni

1

2πi

˛
C

f ′(z)

f(z)
dz =

m∑
i=1

Mi +
n∑

j=1

Nj (2.41)

1. 留数 Resf(z0) 的求法：
(1) 当 z0 是 f(z) 的可去奇点时，Resf(z0) = 0

(2) 当 z0 是 f(z) 的 m 阶极点时，

Resf(z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

mf(z)] (2.42)

(3) 当 z0 是 f(z) 的本性奇点时，展开为 Laurent 级数并取其 a−1。
(4) 当 z0 是 f(z) = h(z)

g(z)
的一阶极点时，

Resf(z0) =
h(z0)

g′(z0)
(2.43)

(5) 对数留数：f(z) = g′(z)
g(z)

a. 当 z0 是 g(z) 的 n 阶零点时，
Resf(z0) = n (2.44)

b. z0 是 g(z) 的 n 阶极点时，
Resf(z0) = −n (2.45)

2. 无穷远点留数 Resf(∞) 的求法：
(1) 先求留数 Resf(z0)，再利用留数之和定理。
(2) 当 f(∞) = 0 时，

Resf(∞) = − lim
z→∞

zf(z) (2.46)

(3) 当 f(∞) ̸= 0 时，

Resf(∞) = −Res
[
1

t2
f

(
1

t

)]
t=0

(2.47)

2.4.2 运用留数计算实变积分

Definition 2.7 (Cauchy 主值) f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 奇异，则
´ b

a
f(x)dx 的 Cauchy 主值为

P

ˆ b

a

f(x)dx = lim
ε→0

(ˆ x0−ε

a

f(x)dx+

ˆ b

x0+ε

f(x)dx
)

(2.48)
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2 复变函数

Lemma 2.5 (Jordan 引理) f(z) 在上半复平面除有限个孤立奇点和实轴上有限个一阶极点外解析，且
lim|z|→∞ f(z) ⩽M(R) → 0 ⇒

J = lim
R→+∞

ˆ
CR

f(z)eimzdz = 0, m > 0 (2.49)

1. 计算无穷限的实变积分：
(1) f(z) 在上半复平面有有限个孤立奇点 zk。
(2) f(z) 在实轴上有有限个一阶极点 xi。
(3) 当 0 ⩽ arg z ⩽ π 时，lim|z|→∞ zf(z) = 0。

I = P

ˆ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
上

Resf(zk) + πi
n∑

i=1

Resf(xi) (2.50)

2. 计算带有三角函数的实变积分：
(1) f(z) 在上半复平面有有限个孤立奇点 zk。
(2) f(z) 在实轴上有有限个一阶极点 xi。
(3) 当 0 ⩽ arg z ⩽ π 时，lim|z|→∞ f(z) ⩽M(R) → 0。

I = P

ˆ +∞

−∞
f(x)eimxdx = 2πi

∑
上

Res
[
f(zk)eimzk

]
+ πi

n∑
i=1

Res
[
f(xi)eimxi

]
(2.51)

I = P

ˆ +∞

−∞
f(x) cosmxdx = −2π

∑
上

Im
(
Res

[
f(zk)eimzk

])
− π

n∑
i=1

Im
(
Res

[
f(xi)eimxi

])
(2.52)

I = P

ˆ +∞

−∞
f(x) sinmxdx = 2π

∑
上

Re
(
Res

[
f(zk)eimzk

])
+ π

n∑
i=1

Re
(
Res

[
f(xi)eimxi

])
(2.53)

3. 计算有理三角函数式的实变积分：

I =

ˆ 2π

0

f(sin θ, cos θ)dθ =
˛
C

f

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz
iz = 2πi

∑
|z|<1

Resf(zk) (2.54)

4. 计算存在支点和割线的实变积分：
(1) Mellin 变换型积分：

a. f(z) 为有理函数，在复平面上有有限个孤立奇点 zk。
b. f(z) 在正实轴上无奇点，在 z = 0 处至多为一阶极点。
c. lim|z|→∞ |z|2|f(z)| ⩽M。

I = P

ˆ +∞

0

xaf(x)dx =
2πi

1− ei2πa

n∑
k=1

Res [zakf(zk)] , 0 < a < 1 (2.55)

(2) 含有 lnx 的积分：
a. f(x) 为实轴上无奇点的有理函数、偶函数。
b. f(z) 在上半复平面有有限个孤立奇点 zk。
c. lim|z|→∞ |z|2|f(z)| ⩽M。

I = P

ˆ +∞

0

f(x) lnxdx = iπ
n∑

k=1

Res [f(zk) ln zk]− iπ
2

ˆ +∞

0

f(x)dx (2.56)

2.4.3 Hilbert 变换

Ref(z0) =
1

π
P

ˆ +∞

−∞

Imf(z)
z − z0

dz (2.57)

Imf(z0) = − 1

π
P

ˆ +∞

−∞

Ref(z)
z − z0

dz (2.58)
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3 积分变换与特殊函数

2.5 保角变换

1. 解析函数变换的保角性质：

f ′(z0) = lim
z→z0

ω − ω0

z − z0
̸= 0 (2.59)

α = arg f ′(z0) = arg lim
ω→ω0

(ω − ω0)− arg lim
z→z0

(z − z0) (2.60)

2. 常用保角变换：
(1) 分式线性变换：

ω =
az − b

cz − d

(
a

c
̸= b

d

)
(2.61)

(2) 幂函数变换；
ω = zn (n > 0) (2.62)

(3) 对数变换：
ω = ln z = ln |z|+ i arg z (2.63)

(4) 茹科夫斯基变换：

z =
a

2

(
ω +

1

ω

)
(a > 0, |ω| ⩾ 1) (2.64)

3. Laplace 算子的保角变换：
∇2 = |f ′(z)|2

(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

)
(2.65)

3 积分变换与特殊函数

3.1 Fourier 变换

3.1.1 Fourier 级数

1. f(x) 以 2π 为周期：

f(x) =
∞∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) , x ∈ [−π, π] (3.1)

a0 =
1

2π

ˆ π

−π

f(x)dx, an =
1

π

ˆ π

−π

f(x) cos kxdx, bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sin kxdx (3.2)

2. f(x) 以 2l 为周期：

f(x) =
∞∑
k=0

(
ak cos kπx

l
+ bk sin kπx

l

)
, x ∈ [−l, l] (3.3)

a0 =
1

2l

ˆ l

−l

f(x)dx, an =
1

l

ˆ l

−l

f(x) cos kπx
l

dx, bn =
1

l

ˆ l

−l

f(x) sin kπx
l

dx (3.4)

3. f(x) 以 2π 为周期，复数形式：

f(x) =
+∞∑

k=−∞

= Ckeikx, x ∈ [−π, π] (3.5)

Ck =
1

2π

ˆ π

−π

f(x)e−ikxdx (3.6)

4. f(x) 以 2l 为周期，复数形式：

f(x) =
+∞∑

k=−∞

Ckei kπx
l (3.7)

Ck =
1

2l

ˆ l

−l

f(x)e−i kπx
l dx, x ∈ [−l, l] (3.8)
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3 积分变换与特殊函数

3.1.2 Fourier 变换

Definition 3.1 (Fourier 变换)

F(f(x)) = C(k) =

ˆ +∞

−∞
f(x)e−ikxdx (3.9)

Definition 3.2 (Fourier 逆变换)

f(x) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
C(k)eikxdk (3.10)

Definition 3.3 (三维空间中的 Fourier 变换)

F(f(x)) = C(k) =

ˆ +∞

−∞
f(r)e−irdr (3.11)

Definition 3.4 (三维空间中的 Fourier 逆变换)

f(r) =
1

(2π)3

ˆ +∞

−∞
C(k)eik·rdk (3.12)

1. Fourier 变换的条件：Dirichlet 条件，
´ +∞
−∞ |f(x)|dx 收敛。

2. Fourier 变换的性质：
(1) 线性定理：

F(αf1(x) + βf2(x)) = αF(f1(x)) + βF(f2(x)) (3.13)

(2) 延迟定理：
F(f(x+ x0)) = F(f(x))eikx0 (3.14)

(3) 位移定理：
F(eik0xf(x)) = C(k − k0) (3.15)

(4) 标度变换定理：
F(f(ax)) =

1

|a|
C(
k

a
) (3.16)

(5) 对称定理：
F(C(x)) = 2πf(−k) (3.17)

(6) 微分定理：f (n−1)(∞) → 0

F(f (n)(x)) = (ik)nF(f(x)) (3.18)

(7) 积分定理：

F
(ˆ x

−∞
f(ξ)dξ

)
=

1

ikF(f(x)) (3.19)

(8) 卷积定理：
F (f1(x) ∗ f2(x)) = F(f1(x))F(f2(x)) (3.20)

F(f1(x)f2(x)) =
1

2π
F(f1(x)) ∗ F(f2(x)) (3.21)

f1(x) ∗ f2(x) =
ˆ +∞

−∞
f1(x− ξ)f2(ξ)dξ (3.22)

(9) Parseval 定理： ˆ +∞

−∞
f(x)g∗(x)dx =

1

2π

ˆ +∞

−∞
F (k)G∗(k)dk (3.23)

F (k) =

ˆ +∞

−∞
f(x)e−ikxdx, G(k) =

ˆ +∞

−∞
g(x)e−ikxdx (3.24)
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3 积分变换与特殊函数

3.2 Laplace 变换

3.2.1 Laplace 变换

Definition 3.5 (Laplace 变换)

L(f(t)) = F (p) =

ˆ +∞

0

f(t)e−ptdt, p = s+ iσ, s ⩾ 0 (3.25)

1. Laplace 变换的条件：当 s ⩾ s0 时，
´ +∞
0

|f(t)e−st|dt 收敛。
2. Laplace 变换的性质：

(1) 线性定理：
L(αf1(t) + βf2(t)) = αL(f1(p)) + βL(f2(p)) (3.26)

(2) 延迟定理：
L(f(t− τ)) = L(f(t))e−pτ , τ > 0 (3.27)

(3) 位移定理：
L(f(t)e−λt) = F (p+ λ), Re(p) > Re(λ) (3.28)

(4) 标度变换定理：
L(f(at)) = 1

a
F (
p

a
), a > 0 (3.29)

(5) 微分定理：
L(f (n)(t)) = pnF (p)− pn−1f(0)− · · · − pf (n−2)(0)− f (n−1)(0) (3.30)

(6) 卷积定理：
L(f1(t) ∗ f2(t)) = F1(p)F2(p) (3.31)

f1(t) ∗ f2(t) =
ˆ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ (3.32)

(7) 周期变换定理：

L(f(t)) = 1

1− e−pT

ˆ T

0

f(τ)e−pτdτ (3.33)

3. 常用 Laplace 变换：
(1) L(1) = 1

p
(3.34)

(2) L(t) = 1

p2
, L(tn) = n!

pn+1
=

Γ(n+ 1)

pn+1
(3.35)

(3) L(tα) = Γ(α+ 1)

pα+1
(3.36)

(4) L(eλt) = 1

p− λ
(3.37)

(5) L(sinωt) = ω

p2 + ω2
(3.38)

(6) L(cosωt) = p

p2 + ω2
(3.39)

(7) L(shλt) = λ

p2 − λ2
(3.40)

(8) L(chλt) = p

p2 − λ2
(3.41)

(9) L(tαe−βt) =
Γ(α+ 1)

(p+ β)α+1
(3.42)
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3 积分变换与特殊函数

3.2.2 Laplace 变换反演

Theorem 3.1 (Riemann-Mellin 公式)

f(t) =
1

2πi

ˆ s+i∞

s−i∞
F (p)eptdp, t > 0, s > s0 (3.43)

Theorem 3.2 (反演积分展开定理)

1

2πi

ˆ s+i∞

s−i∞
F (p)eptdp =

n∑
k=1

Res
[
F (pk)epkt

]
(3.44)

1. Laplace 变换反演的条件：当 s > s0 时，
(1) F (p) 解析。
(2) lim|p|→∞ F (p) = 0。
(3)
´ s+i∞
s−i∞ |F (p)|dσ 收敛。

2. Laplace 变换反演的方法：
(1) 利用 Riemann-Mellin 公式。
(2) 利用常用 Laplace 变换。
(3) 像函数的求导公式：

F (n)(p) = L((−1)ntnf(t)) (3.45)

(4) 像函数的积分公式： ˆ +∞

p

F (p)dp = L(f(t)
t

) (3.46)

3.3 Γ 函数

Definition 3.6 (Γ 函数)

Γ(z) =

ˆ +∞

0

e−ttz−1dt, Re(z) > 0 (3.47)

1. Γ 函数的解析性：z = 0,−1, . . . ,−n, . . . 是一阶极点
2. Γ 函数在各一阶极点处的留数：

ResΓ(−n) = lim
z→−n

(z + n)Γ(z) =
(−1)n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . (3.48)

3. Γ 函数的性质：

(1) Γ(z + 1) = zΓ(z) (3.49)

(2) Γ(n+ 1) = n!Γ(1) = n! (3.50)

(3) Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz (3.51)

(4) Γ(z)Γ(−z) = − π

z sinπz (3.52)

(5) Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ(z +
1

2
) (3.53)

(6) Γ(z1)Γ(z2) = Γ(z1 + z2)B(z1, z2) (3.54)

4. 常用 Γ 函数：

(1) Γ(
1

2
) =

√
π (3.55)

(2) Γ(n+
1

2
) =

(2n− 1)!!

2n
√
π (3.56)
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3.4 δ 函数
Definition 3.7 (δ 函数)

1. δ(x− x0) =

+∞, x− x0 = 0

0, x− x0 ̸= 0
(3.57)

2.
ˆ +∞

−∞
δ(x− x0)dx = 1 (3.58)

1. δ 函数的三维形式：
(1) 直角坐标：

δ(r − r0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0) (3.59)

(2) 柱坐标 (ρ, θ, z)：

δ(r − r0) =
1

ρ
δ(ρ− ρ0)δ(θ − θ0)δ(z − z0) (3.60)

(3) 球坐标 (r, θ, φ)：

δ(r − r0) =
1

r2 sin θ δ(r − r0)δ(θ − θ0)δ(φ− φ0) (3.61)

(4) Possion 形式：
δ(r − r0) = − 1

4π
∇2 1

|r − r0|
(3.62)

2. δ 函数的其他形式：
(1) δ(x) = H ′(x) (3.63)

(2) δ(x) = lim
ε→0

δε (3.64)

(3) δ(x) = lim
α→0

δ(x, α) = lim
α→0

1

π

ˆ +∞

0

cos kxe−αkdk = lim
α→0

1

π

α

α2 + x2
(3.65)

(4) δ(x) = lim
n→+∞

√
n

π
enx2 (3.66)

(5) δ(x) = lim
n→+∞

1

π

ˆ n

0

cos kxdx = lim
n→+∞

sinnx
πx

(3.67)

3. δ 函数的性质：
(1) δ(−x) = δ(x) (3.68)

(2) f(x)δ(x− x0) = f(x0)δ(x− x0) (3.69)

(3)
ˆ +∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (3.70)

(4) δ(φ(x)) =
k∑

i=1

1

|φ′(xi)|
δ(x− xi) (3.71)

⇒ δ(ax) =
1

|a|
δ(x), δ(x2 − a2) =

1

2|a|
(δ(x+ a) + δ(x− a)) (3.72)

4. δ 函数导数的性质：
(1) δ(n)(−x) = (−1)nδ(x) (3.73)

(2)
ˆ +∞

−∞
f(x)δ(n)(x− x0)dx = (−1)nf (n)(x0) (3.74)

5. δ 函数的 Fourier 变换：

F(δ(x− x0)) =

ˆ +∞

−∞
δ(x− x0)e−ikxdx = e−ikx0 (3.75)

δ(x− x0) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
eik(x−x0)dk (3.76)
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4 数学物理方程

6. δ 函数的 Fourier 展开：

δ(x− x′) =
+∞∑
−∞

φ∗
i (x

′)φ(x) (3.77)

(1) 在
{

cos kπx
l

}
上展开：

δ(x− x′) =
1

l
+

2

l

+∞∑
k=1

cos kπx
l

cos kπx
′

l
(3.78)

(2) 在
{

sin kπx
l

}
上展开：

δ(x− x′) =
2

l

+∞∑
k=1

sin kπx
l

sin kπx
′

l
(3.79)

(3) 在
{

ei kπx
l

}
上展开：

δ(x− x′) =
1

2l

+∞∑
−∞

e kπ
l (x−x′) (3.80)

4 数学物理方程

4.1 数学物理方程及其定解问题

1. 边界条件：
(1) Dirichlet 条件：边界处的函数值确定。

u|∂Ω = g(∂Ω, t) (4.1)

(2) Neumann 条件：边界处沿外法向的导数值确定。

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= g(∂Ω, t) (4.2)

(3) 混合条件： [
αu+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= g(∂Ω, t) (α ̸= 0, β ̸= 0) (4.3)

(4) 统一写法： [
αu+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= g(∂Ω, t) (α2 + β2 ̸= 0) (4.4)

2. 三类方程的定解问题：
(1) 波动方程： 

utt − a2∇2u = f(Ω, t)

u(Ω, 0) = φ(Ω)

ut(Ω, 0) = ψ(Ω)[
αu+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= g(∂Ω, t)

(4.5)

(2) 输运方程： 
ut − a2∇2u = f(Ω, t)

u(Ω, 0) = φ(Ω)[
αu+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= g(∂Ω, t)

(4.6)

(3) Possion 方程： 
∇2u = f(Ω)[
αu+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= g(∂Ω)
(4.7)
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4.2 S-L 本征值问题

Definition 4.1 (S-L 方程)

d
dx [k(x)y

′(x)]− q(x)y(x) + λρ(x)y(x) = 0, a ⩽ x ⩽ b (4.8)

Definition 4.2 (S-L 算符)

L = − d
dx

[
k(x)

d
dx

]
+ q(x) (4.9)

Proposition 4.1 S-L 本征值问题有无穷多非负的实本征值，它们单调递增且以无穷远点为凝聚点。
Proposition 4.2 S-L 本征值问题的本征函数构成完备的正交函数系。
Definition 4.3 (本征函数系上的广义 Fourier 展开)

f(x) =
+∞∑
n=1

Cnyn(x), Cn =
1´ b

a
|yn(x)|2ρ(x)dx

ˆ b

a

f(x)ρ(x)y∗n(x)dx (4.10)

4.3 分离变量法

4.3.1 齐次方程齐次边界条件下的分离变量法

求解两端固定弦自由振动的定解问题：
utt − a2uxx = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

u(0, t) = u(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ν(x)

(4.11)

分离变量：
u(x, t) = X(x)T (t) (4.12)

原方程化为：
X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

a2T (t)
= −λ (4.13)

下面求解关于 X(x) 的本征值问题： X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0
(4.14)

1. λ < 0，通解为 X(x) = C1e
√

−λx + C2e−
√

−λx，代入边界条件得

C1 + C2 = 0

C1e
√

−λl + C2e−
√

−λl = 0

其系数行列式

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√

−λl e−
√

−λl

∣∣∣∣∣ = e−
√

−λl − e
√

−λl ̸= 0 ⇒ C1 = C2 = 0 ⇒ X(x) ≡ 0

2. λ = 0，通解为 X(x) = C1x + C2，代入边界条件得 C1 = C2 = 0 ⇒ X(x) ≡ 0

3. λ > 0，通解为 X(x) = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx，代入边界条件得

C1 = 0

C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0

⇒ sin
√
λl = 0 ⇒

√
λl = nπ ⇒ λn =

(
nπ

l

)2

1. 本征值：
λn =

(nπ
l

)2
, n = 1, 2, . . . (4.15)

2. 本征函数 Xn(x)：
Xn(x) = Cn sin nπx

l
, n = 1, 2, . . . (4.16)

3. 本征函数 Tn(t)：
Tn(t) = An cos nπat

l
+Bn sin nπat

l
, n = 1, 2, . . . (4.17)
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4. 本征解：
un(x, t) = (An cosωnt+Bn sinωnt) sin nπx

l
, n = 1, 2, . . . (4.18)

5. 通解：

u(x, t) =
+∞∑
n=1

(An cosωnt+Bn sinωnt) sin nπx
l

(4.19)

An =
2

l

ˆ l

0

φ(x) sin nπx
l

dx, Bn =
2

nπa

ˆ l

0

ν(x) sin nπx
l

dx, n = 1, 2, . . . (4.20)

6. 几类常见边界条件对应的本征值和本征函数：
(1) u(0, t) = u(l, t) = 0 :

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = sin nπx

l
, n = 0, 1, . . . (4.21)

(2) ux(0, t) = ux(l, t) = 0 :

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = cos nπx

l
, n = 0, 1, . . . (4.22)

(3) u(0, t) = ux(l, t) = 0 :

λn =

(
(n+ 1

2
)π

l

)2

, Xn(x) = sin
(n+ 1

2
)πx

l
, n = 0, 1, . . . (4.23)

(4) ux(0, t) = u(l, t) = 0 :

λn =

(
(n+ 1

2
)π

l

)2

, Xn(x) = cos
(n+ 1

2
)πx

l
, n = 0, 1, . . . (4.24)

4.3.2 非齐次方程齐次边界条件下的 Fourier 级数展开法

求解两端固定弦受迫振动的定解问题：
utt − a2uxx = f(x, t), 0 ⩽ x ⩽ l

u(0, t) = u(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

(4.25)

它的齐次通解可表示为

u(x, t) =
+∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l

(4.26)

把 f(x, t), φ(x), ν(x) 展开为相同形式的 Fourier 级数：

f(x, t) =
+∞∑
n=1

fn(t) sin nπx
l
, fn(t) =

2

l

ˆ l

0

f(x, t) sin nπx
l

dx (4.27)

φ(x) =
+∞∑
n=1

φn sin nπx
l
, φn =

2

l

ˆ l

0

φ(x) sin nπx
l

dx (4.28)

ν(x) =
+∞∑
n=1

νn sin nπx
l
, νn =

2

l

ˆ l

0

ψ(x) sin nπx
l

dx (4.29)

代入非齐次方程和初始条件，可得 Tn(t) 的定解问题：T
′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = φn, T
′
n(0) = νn

, n = 1, 2, . . . (4.30)
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若初始条件 φ(x) = ψ(x) = 0，对方程两边进行 L 变换：

p2L(Tn(t)) +
(nπa

l

)2
L(Tn(t)) = L(fn(t)) (4.31)

解得：

L(Tn(t)) =
L(fn(t))

p2 + (nπa/l)2
(4.32)

逆变换后：

Tn(t) =

ˆ t

0

fn(τ)
l

nπa
sin nπa(t− τ)

l
dτ (4.33)

原非齐次方程的解为：

u(x, t) =
+∞∑
n=1

[ˆ t

0

fn(τ)
l

nπa
sin nπa(t− τ)

l
dτ
]

sin nπx
l

(4.34)

4.3.3 非齐次边界条件下的分离变量法

求解非齐次边界条件下弦受迫振动的定解问题：
utt − a2uxx = f(x, t), 0 ⩽ x ⩽ l

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ν(x)

(4.35)

假设试解由两部分线性叠加：
u(x, t) = k(x, t) + ω(x, t) (4.36)

前一部分用来抵消非齐次边界条件：

k(0, t) = g1(t), k(l, t) = g2(t), ω(0, t) = ω(l, t) = 0 (4.37)

假设 k(x, t) 是 x 的线性函数：
k(x, t) = A(t)x+B(t) (4.38)

代入非齐次边界条件，可得：
A(t) =

1

l
[g2(t)− g1(t)], B(t) = g2(t) (4.39)

k(x, t) =
x

l
g2(t) +

l − x

l
g1(t) (4.40)

只需要求 ω(x, t) 的定解问题： 
ωtt − a2ωxx = F (x, t)

ω(0, t) = ω(l, t) = 0

ω(x, 0) = Φ(x), ωt(x) = V (x)

(4.41)

其中，

F (x, t) = f(x, t)− ktt + a2kxx = f(x, t)− x

l
g′′2 (t)−

l − x

l
g′′1 (t) (4.42)

Φ(x) = φ(x)− k(x, 0) = φ(x)− x

l
g2(0)−

l − x

l
g1(0) (4.43)

V (x) = ψ(x)− kt(x, 0) = ψ(x)− x

l
g′2(0)−

l − x

l
g′1(0) (4.44)
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4.4 曲线系下的分离变量法

4.4.1 球坐标下的分离变量法

Laplace 方程：
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
= 0 (4.45)

分离变量：
u(r, θ, φ) = R(r)Y (r, θ) (4.46)

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
= − 1

Y sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
− 1

Y sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= l(l + 1) (4.47)

径向方程：Euler 型方程
r2R′′ + 2rR′ − l(l + 1)R = 0 (4.48)

Rl(r) = Clr
l +Dlr

−(l+1), l = 0, 1, 2, . . . (4.49)

角向方程：球函数方程
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0 (4.50)

分离变量：
Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (4.51)

sin θ
Θ

d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+ l(l + 1) sin2 θ = − 1

Φ

d2Φ

dφ2
= λ (4.52)

周期性边界条件：
Φ(φ) = Φ(φ+ 2π) ⇒ λm = m2 (4.53)

Φ(φ) 方程：
Φ′′ +m2Φ = 0, m = 0,±1,±2, . . . (4.54)

Φm(φ) = Cmeimφ, m = 0,±1,±2, . . . (4.55)

Θ(θ) 方程：
1

sin θ
d
dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0 (4.56)

令 x = cos θ, y(x) = Θ(θ)，得到连带 Legendre 方程：

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (4.57)

1. 当轴对称时，m = 0 ⇒ Φ(φ) = 1

Θl(θ) = Pl(cos θ) (4.58)

u(r, θ) =
+∞∑
l=0

(Clr
l +Dlr

−(l+1))Pl(cos θ) (4.59)

2. 当非轴对称时，
Θl(θ) = Pm

l (cos θ), m = 0,±1, . . . ,±l (4.60)

u(r, θ, φ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Clr
l +Dlr

−(l+1))Pm
l (cos θ)Cmeimφ (4.61)

=
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(Clr
l +Dlr

−(l+1))Ylm(θ, φ) (4.62)
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Helmhotz 方程：

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
+ k2u = 0 (4.63)

分离变量：
u(r, θ, φ) = R(r)Y (r, θ) (4.64)

r2

R

[
1

r2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
+ k2R

]
= − 1

Y sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
− 1

Y sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= l(l + 1) (4.65)

径向方程：球 Bessel 方程
R′′ +

2

r
R′ +

[
k2 − l(l + 1)

r2

]
R = 0 (4.66)

R(l)
n = C(l)

n jl(k
(l)
n r) +D(l)

n nl(k
(l)
n r), l = 0, 1, 2, . . . (4.67)

角向方程：球函数方程
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0 (4.68)

Φ(φ) 方程：
Φ′′ +m2Φ = 0, m = 0,±1,±2, . . . (4.69)

Φm(φ) = Cmeimφ, m = 0,±1,±2, . . . (4.70)

Θ(θ) 方程：

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (4.71)

1. 当轴对称时，m = 0 ⇒ Φ(φ) = 1

Θl(θ) = Pl(cos θ) (4.72)

u(r, θ) =
+∞∑
l=0

+∞∑
n=1

[C(l)
n jl(k

(l)
n r) +D(l)

n nl(k
(l)
n r)]Pl(cos θ) (4.73)

2. 当非轴对称时，
Θl(θ) = Pm

l (cos θ), m = 0,±1, . . . ,±l (4.74)

u(r, θ, φ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

+∞∑
n=1

[C(l)
n jl(k

(l)
n r) +D(l)

n nl(k
(l)
n r)]Pm

l (cos θ)Cmeimφ (4.75)

=
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

+∞∑
n=1

[C(l)
n jl(k

(l)
n r) +D(l)

n nl(k
(l)
n r)]Ylm(θ, φ) (4.76)

4.4.2 柱坐标下的分离变量法

Laplace 方程：
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂φ2
+
∂2u

∂z2
= 0 (4.77)

分离变量：
u(ρ, φ, z) = R(ρ)Φ(φ)Z(z) (4.78)

周期性边界条件：
ρ

R

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+
ρ2

Z

d2Z

dz2 = − 1

Φ

d2Φ

dφ2
= m2 (4.79)

1

ρR

∂

dρ

(
ρ

dR
dρ

)
− m2

ρ2
= − 1

Z

d2Z

dz2 = −λ (4.80)
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Φ(φ) 方程：
Φ′′ +m2Φ = 0, m = 0,±1,±2, . . . (4.81)

Φm(φ) = Cmeimφ, m = 0,±1,±2, . . . (4.82)

Z(z) 方程：
Z ′′ − λZ = 0 (4.83)

R(ρ) 方程：
1

ρ

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+

(
λ− m2

ρ2

)
R = 0 (4.84)

1. 当 λ > 0 时，令 x =
√
λρ, y(x) = R(ρ)，得到 m 阶 Bessel 方程：

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− m2

x2

)
y = 0 (4.85)

(1) 当轴对称时，m = 0 ⇒ Φ(φ) = 1

R(0)
n (ρ) = CnJ0(

x
(0)
n

b
ρ) (4.86)

Z(0)
n (z) = Ane

x
(0)
n
b z +Bne−

x
(0)
n
b z (4.87)

u(ρ, z) =
+∞∑
n=1

[
Ane

x
(0)
n
b z +Bne−

x
(0)
n
b z

]
J0(

x
(0)
n

b
ρ) (4.88)

(2) 当非轴对称时，

R(m)
n (ρ) = C(m)

n Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
(4.89)

Z(m)
n (z) = A(m)

n e
x
(m)
n
b z +B(m)

n e−
x
(m)
n
b z (4.90)

u(ρ, z) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=1

[
A(m)

n e
x
(m)
n
b z +B(m)

n e−
x
(m)
n
b z

]
Jm(

x
(m)
n

b
ρ) (4.91)

2. 当 λ < 0 时，令 x = i
√
−λρ, y(x) = R(ρ)，得到 m 阶虚宗量 Bessel 方程：

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− m2

x2

)
y = 0 (4.92)

3. 当 λ = 0 时，得到 Euler 型方程：
ρ2R′′ + ρR′ −m2R = 0 (4.93)

Rm(ρ) =

A+B ln ρ, m = 0

Aρm +Bρ−m, m ̸= 0
(4.94)

在球内自然边界条件下：
Rm(ρ) = Aρm (4.95)

Z(z) = Cz +D (4.96)

u(ρ, φ, z) =
+∞∑

m=−∞

Cmρ
meimφ(C +Dz) (4.97)

Helmhotz 方程：
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂φ2
+
∂2u

∂z2
+ k2u = 0 (4.98)

分离变量：
u(ρ, φ, z) = R(ρ)Φ(φ)Z(z) (4.99)
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周期性边界条件：
ρ

R

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+
ρ2

Z

d2Z

dz2 + k2ρ2 = − 1

Φ

d2Φ

dφ2
= m2 (4.100)

1

ρR

∂

dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+ k2 − m2

ρ2
= − 1

Z

d2Z

dz2 = −λ (4.101)

Φ(φ) 方程：
Φ′′ +m2Φ = 0, m = 0,±1,±2, . . . (4.102)

Φm(φ) = Cmeimφ, m = 0,±1,±2, . . . (4.103)

Z(z) 方程：
Z ′′ − λZ = 0 (4.104)

R(ρ) 方程：令 x =
√
k2 + λρ, y(x) = R(ρ)，得到 m 阶 Bessel 方程：

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− m2

x2

)
y = 0 (4.105)

Remark. 通过选取合适的 k 总可以使 k2 + λ ⩾ 0，因此不会出现虚宗量。

4.5 二阶线性变系数常微分方程的级数解法

1. 二阶线性变系数常微分方程的一般形式：

u′′(z) + p(z)u′(z) + q(z)u(z) = 0 (4.106)

2. 方程的解析性：
(1) 常点：p(z) 和 q(z) 在 z0 及其邻域内解析。
(2) 奇点：z0 是 p(z) 或 q(z) 的极点或本性奇点。

a. 正则奇点：z0 至多是 p(z) 的一阶极点，q(z) 的二阶极点。
b. 非正则奇点：z0 不是正则奇点。

3. 当 z0 是方程的常点时：

u1(z) =
+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, u2(z) =

+∞∑
k=0

bk(z − z0)
k (4.107)

4. 当 z0 是方程的正则奇点时：
(1) 当 ρ1 − ρ2 ̸= 0,±1,±2, . . . 时，

u1(z) = (z − z0)
ρ1

+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, u2(z) = (z − z0)

ρ2

+∞∑
k=0

bk(z − z0)
k (4.108)

(2) 当 ρ1 − ρ2 = 0,±1,±2, . . . 时，

u1(z) = (z − z0)
ρ1

+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, u2(z) = Au1(z) ln (z − z0) + (z − z0)

ρ2

+∞∑
k=0

bk(z − z0)
k (4.109)

5. 当 z0 是方程的非正则奇点时：可能无解

u1(z) = (z − z0)
ρ1

+∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, u2(z) = Au1(z) ln (z − z0) + (z − z0)

ρ2

+∞∑
k=0

bk(z − z0)
k (4.110)
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4.6 球函数

4.6.1 Legendre 多项式

1. 求解 Legendre 方程的 S-L 本征值问题：(1− x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0

|y(x)| < +∞, −1 ⩽ x ⩽ 1
(4.111)

在常点 x = 0 处展开：
+∞∑
k=0

k(k − 1)ckx
k−2 −

+∞∑
k=0

[k(k + 1)− l(l + 1)]ckx
k = 0 (4.112)

递推公式：

ck = − (k + 2)(k + 1)

(l − k)(l + k + 1)
ck+2, cl =

(2l)!

2l(l!)2
(4.113)

2. l 阶 Legendre 多项式：

Pl(x) =

[l/2]∑
n=0

(−1)n(2l − 2n)!

2ln!(l − n)!(l − 2n)!
xl−2n (4.114)

3. 前 5 阶 Legendre 多项式：

P0(x) = 1 (4.115)

P1(x) = x (4.116)

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) (4.117)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x) (4.118)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3) (4.119)

4. 常见 l 阶 Legendre 多项式表达式：
(1) 微分表达式（Rodrigues 公式）：

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl (x
2 − 1)l (4.120)

(2) 积分表达式（Schlafli 公式）：

Pl(x) =
1

2πi
1

2l

˛
C

(z2 − 1)l

(z − x)l+1
dz (4.121)

(3) 定积分表达式（Laplace 公式）：

Pl(cos θ) = 1

π

ˆ π

0

(cos θ + i sin θ cosφ)ldφ (4.122)

5. Legendre 多项式的母函数：

f(r) =
1√

1− 2xr + r2
=


+∞∑
l=0

Pl(x)r
l, r ⩽ 1

+∞∑
l=0

Pl(x)
1

rl+1
, r > 1

(4.123)

6. Legendre 多项式的性质：
(1) Legendre 多项式的递推公式：

a. 基本递推公式：
x(2l + 1)Pl(x)− (l + 1)Pl+1(x)− lPl−1(x) = 0 (4.124)

Pl(x) = P ′
l+1(x) + P ′

l−1(x)− 2xP ′
l (x) (4.125)
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b. 常用递推公式：

(2l + 1)Pl(x) = P ′
l+1(x)− P ′

l−1(x) (4.126)

(l + 1)Pl(x) = P ′
l+1(x)− xP ′

l (x) (4.127)

lPl(x) = xP ′
l (x)− P ′

l−1(x) (4.128)

(x2 − 1)P ′
l (x) = xlPl(x)− lPl−1(x) (4.129)

(2) 正交完备性： ˆ 1

−1

Pl(x)Pk(x)dx =
2

2l + 1
δlk (4.130)

(3) Legendre 多项式系 Fourier 级数展开：

f(x) =
+∞∑
l=0

flPl(x), fl =
2l + 1

2

ˆ 1

−1

f(x)Pl(x)dx (4.131)

4.6.2 连带 Legendre 函数

1. 求解连带 Legendre 方程的 S-L 本征值问题：
(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[
l(l + 1)− m2

(1− x2)

]
y = 0

|y(x)| < +∞, −1 ⩽ x ⩽ 1

(4.132)

Legendre 方程两边对 x 求 m 次导：

(1− x2)
dm+2

dxm+2
Pl(x)− 2(m+ 1)x

dm+1

dxm+1
Pl(x) + [l(l + 1)−m(m+ 1)]

dm

dxmPl(x) = 0 (4.133)

设试解：
y(x) = (1− x2)m/2 dm

dxmPl(x), m = 0,±1, . . . ,±l (4.134)

代入式(4.133)恰好得连带 Legendre 方程。
2. m 阶 l 次连带 Legendre 函数：

Pm
l (x) = (1− x2)m/2 dm

dxmPl(x), m > 0 (4.135)

3. m 阶 l 次连带 Legendre 函数的微分表达式（Rodrigues 公式）：

Pm
l (x) =

(1− x2)m/2

2ll!

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l, m > 0 (4.136)

4. −m 阶 l 次连带 Legendre 函数的微分表达式（Rodrigues 公式）：

P−m
l (x) =

(1− x2)−m/2

2ll!

dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l, m > 0 (4.137)

5. 关系：
P−m
l (x) = (−1)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x), m > 0 (4.138)

6. 连带 Legendre 函数的性质：
(1) 连带 Legendre 函数的递推公式：

(2l + 1)xPm
l (x) = (l +m)Pm

l−1(x) + (l −m+ 1)Pm
l+1(x) (4.139)

(2) 正交完备性： ˆ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x)dx =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δll′ , m > 0 (4.140)

ˆ 1

−1

Pm
l (x)Pm′

l (x)
1

1− x2
dx =

1

m

(l +m)!

(l −m)!
δmm′ , m > 0 (4.141)
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(3) 连带 Legendre 函数系 Fourier 级数展开：

f(x) =
+∞∑
l=0

flP
m
l (x), fl =

2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!

ˆ 1

−1

f(x)Pm
l (x)dx (4.142)

4.6.3 球函数

1. 求解球函数方程的 S-L 本征值问题：
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0

Y (θ, φ) = Y (θ, φ+ 2π), |Y (θ, φ)| < +∞, 0 ⩽ θ ⩽ π

(4.143)

通解：
Ylm(θ, φ) = ClmP

m
l (cos θ)eimφ, l = 0, 1, 2 . . . ; m = 0,±1, . . . ,±l (4.144)

2. l 阶球函数：

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ (4.145)

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)eimφ (4.146)

3. 前 3 阶球函数：

Y00(θ, φ) =
1√
4π

(4.147)

Y10(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1(θ, φ) = ±

√
3

8π
sin θe±iφ (4.148)

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y2,±1(θ, φ) = ±

√
15

8π
sin θ cos θe±iφ (4.149)

4. 球函数的性质：
(1) 正交完备性： ˆ 2π

0

dφ
ˆ π

0

Y ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) sin θdθ = δll′δmm′ (4.150)

(2) 球函数系 Fourier 级数展开：

f(θ, φ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

flmYlm(θ, φ), flm =

ˆ 2π

0

dφ
ˆ π

0

f(θ, φ)Y ∗
lm(θ, φ) sin θdθ (4.151)

(3) 球函数的加法公式：

Pl(cos γ) = 4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗
lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (4.152)

4.7 柱函数

4.7.1 Bessel 函数

1. 求解 ν 阶 Bessel 方程：
y′′ +

1

x
y′ +

(
1− ν2

x2

)
y = 0 (4.153)

在正则奇点 x = 0 处展开：
+∞∑
k=0

ak[(k + s)2 − ν2]xk +
∑
k=0

akx
k+2 = 0 (4.154)
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x0 系数的指标方程：
s2 − ν2 = 0 (4.155)

递推公式：
ak = − 1

k(k + 2s)
ak−2, a0 =

1

2νΓ(ν + 1)
(4.156)

常用通解式：

y(x) = CJν(x) +DJ−ν(x), ν非整数 (4.157)

y(x) = CJν(x) +DNν(x) (4.158)

y(x) = CH(1)
ν (x) +DH(2)

ν (x) (4.159)

2. ν 阶 Bessel 函数：

Jν(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν

(4.160)

3. ν 阶 Neumann 函数：
Nν =

cos νπJν(x)− J−ν(x)

sin νπ (4.161)

4. ν 阶 Hankel 函数：
H(1)

ν (x) = Jν(x) + iNν(x), H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x) (4.162)

5. m 阶 Bessel 函数：

Jm(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!(m+ k)!

(x
2

)2k+m

(4.163)

6. m 阶 Neumann 函数：

Nm(x) =
2

π
Jm(x) ln x

2
− 1

π

m−1∑
k=0

(m− k − 1)!

k!

(x
2

)2k−m

− 1

π

m∑
k=0

(−1)k
1

k!(m+ k)!
[Φ(m+k+1)+Φ(k+1)]

(x
2

)2k+m

(4.164)
7. m 阶 Bessel 函数的递推公式：

J−m(x) = (−1)mJm(x), N−m(x) = (−1)mNm(x) (4.165)

8. ν 阶 Bessel 函数的递推公式：
(1) 基本微商公式：

d
dx(x

νJν(x)) = xνJν−1(x) = νxν−1Jν(x) + xνJ ′
ν(x) (4.166)

d
dx(x

−νJν(x)) = −x−νJν+1(x) = −νx−ν−1Jν(x) + x−νJ ′
ν(x) (4.167)

(2) 基本递推公式：

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x), Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2J ′

ν(x) (4.168)

Nν−1(x) +Nν+1(x) =
2ν

x
Nν(x), Nν−1(x)−Nν+1(x) = 2N ′

ν(x) (4.169)

(3) 常用递推公式：
J ′
0(x) = −J1(x), [xJ1(x)]

′ = xJ0(x) (4.170)

9. n+ 1
2
阶 Bessel 函数：

Jn+ 1
2
(x) = (−1)n

√
2

πx
xn+1

(
d
xdx

)n sinx
x

(4.171)

J−n− 1
2
(x) =

√
2

πx
xn+1

(
d
xdx

)n cosx
x

(4.172)

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sinx, J− 1

2
(x) =

√
2

πx
cosx (4.173)
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4.7.2 柱函数

1. ν 阶柱函数：
d

dx(x
νyν) = xνyν−1,

d
dx(x

−νyν) = −x−νyν+1 (4.174)

yν−1 + yν+1 =
2ν

x
yν , yν−1 − yν+1 = 2y′ν (4.175)

Remark. ν 阶柱函数必是 ν 阶 Bessel 方程的解。
2. Jm(x) 的母函数：

G(x, z) = e x
2 (z− 1

z ) =
+∞∑

m=−∞

Jm(x)zm (4.176)

3. Jm(x) 的积分表达式：

Jm(x) =
1

2πi

˛
C

e x
2 (z− 1

z )

zm+1
dz = 1

2π

ˆ π

−π

cos (x sin θ −mθ)dθ (4.177)

4. Jm(x) 的加法公式：

Jm(x1 + x2) =
+∞∑

k=−∞

Jk(x1)Jm−1(x2) (4.178)

5. 柱函数的性质：
(1) 奇异性：

J0(0) = 1, Jm(0) = 0 (m = 1, 2, . . . ) (4.179)

N0(0) ∼
2

π
ln x

2

∣∣∣∣
x=0

, Nm(0) ∼ − (m− 1)!

π

(x
2

)−m
∣∣∣∣
x=0

(m = 1, 2, . . . ) (4.180)

H
(1)
0 ∼ i 2

π
ln x

2
, H

(2)
0 ∼ −i 2

π
ln x

2
(4.181)

H(0)
m ∼ −i(m− 1)!

π

(x
2

)−m

, H(1)
m ∼ i(m− 1)!

π

(x
2

)−m

(m = 1, 2, . . . ) (4.182)

(2) 零点：
a. Jm(x) 的零点关于原点对称。
b. Jm(x) 与 Jm+1(x) 的零点两两相间。
c. J±ν(x) 和 Nν(x) 有无穷多正实数零点，H

(1)
ν (x) 和 H

(2)
ν (x) 无实数零点。

(3) 渐近行为：|x| → +∞

Jν(x) ∼
√

2

πx
cos (x− νπ

2
− π

4
) + o(x−3/2) (4.183)

Nν(x) ∼
√

2

πx
sin (x− νπ

2
− π

4
) + o(x−3/2) (4.184)

H(1)
ν (x) ∼

√
2

πx
ei(x−π/2−π/4) ++o(x−3/2) (4.185)

H(2)
ν (x) ∼

√
2

πx
e−i(x−π/2−π/4) ++o(x−3/2) (4.186)

(4) Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
的正交完备性：

ˆ b

0

Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
Jm

(
x
(m)
l

b
ρ

)
ρdρ = [N (m)

n ]2δnl (4.187)

(5) m 阶 Bessel 函数系 Fourier 级数展开：

f(ρ) =
+∞∑
n=1

fnJm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
, fn =

1

[N
(m)
n ]2

ˆ b

0

f(ρ)Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
ρdρ (4.188)
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(6) 归一化常数：

[N (m)
n ]2 =

ˆ b

0

J2
m

(
x
(m)
n

b
ρ

)
ρdρ =

1

2

(
b

x
(m)
n

)2

[x2J2
m −m2J2

m + xJ ′
m]

x(m)
n

0 (4.189)

=



b2

2
[Jm+1(x

(m)
n )]2, Jm(x

(m)
n ) = 0

b2

2

[
1−

(
m

x
(m)
n

)2
]
[Jm(x(m)

n )]2, J ′
m(x

(m)
n ) = 0

b2

2

[
1−

(
m

x
(m)
n

)2
]
+
α

β

(
b

x
(m)
n

)2

[Jm(x(m)
n )]2, J ′

m(x
(m)
n ) = −β

α
J(x

(m)
n )

(4.190)

6. 求解 Bessel 方程的 S-L 本征值问题：

1

ρ

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+

(
λ− m2

ρ2

)
R = 0[

αR+ β
dR
dρ

]
ρ=0

= 0

|R(ρ)|ρ=0 < +∞

(4.191)

Rm(ρ) = CmJm(
√
λρ) +DmNm(

√
λρ) (4.192)

在球内自然边界条件下：
Rm(ρ) = CmJm(

√
λρ) (4.193)

(1) 第一类边界条件：
Jm(

√
λnb) = Jm(x(m)

n ) = 0 (4.194)

(2) 第二类边界条件：
J ′
m(
√
λnb) =

1

2
(Jm−1(x

(m)
n )− Jm+1(x

(m)
n )) = 0 (4.195)

(3) 第三类边界条件：数值解

λ(m)
n =

(
x
(m)
n

b

)2

, n = 1, 2, . . . (4.196)

R(m)
n (ρ) = C(m)

n Jm

(
x
(m)
n

b
ρ

)
, n = 1, 2, . . . (4.197)

4.7.3 虚宗量 Bessel 函数

1. 求解 ν 阶虚宗量 Bessel 方程：
y′′ +

1

x
y′ +

(
1− ν2

x2

)
y = 0 (4.198)

通解：
y(x) = CIν(x) +DKν(x) (4.199)

2. ν 阶虚宗量 Bessel 函数：

Iν(x) = i−νJν(ix) =
+∞∑
k=0

1

k!Γ(m+ k + 1)

(x
2

)2k+ν

(4.200)

3. ν 阶 Mocdonald 函数：
Kν(x) =

π

2

I−ν(x)− Iν(x)

sinπν (4.201)
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4. m 阶 Mocdonald 函数：

Km(x) =
1

2

m−1∑
k=0

(−1)k
(m− k − 1)!

k!

(x
2

)2k−m

+

(−1)m+1

+∞∑
k=0

1

k!(m+ k)!

[
ln x

2
− 1

2
Φ(m+ k + 1)− 1

2
Φ(k + 1)

](x
2

)2k+m

(4.202)

5. m 阶虚宗量 Bessel 函数的关系：
Im(x) = I−m(x) (4.203)

Kν(x) =
π

2
iν+1H(1)

ν (ix) (4.204)

4.7.4 球 Bessel 函数

1. 求解 l 阶球 Bessel 方程：
y′′ +

2

x
y′ +

(
1− l(l + 1)

x2

)
y = 0 (4.205)

常用通解式：

y(x) = Cjl(x) +Dnl(x) (4.206)

y(x) = Ch
(1)
l (x) +Dh

(2)
l (x) (4.207)

2. l 阶球 Bessel 函数：

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(kr) (4.208)

3. l 阶球 Neumann 函数：

nl(x) =

√
π

2x
Nl+ 1

2
(x) (4.209)

4. l 阶球 Hankel 函数：

h
(1)
l (x) = jl(x) + inl(x) =

√
π

2x
H

(1)

l+ 1
2

(x) (4.210)

h
(2)
l (x) = jl(x)− inl(x) =

√
π

2x
H

(2)

l+ 1
2

(x) (4.211)

5. l 阶球 Bessel 函数的递推公式：

1

xl
jl =

(
− 1

x

d
dx

)l

j0(x),
1

xl
nl =

(
− 1

x

d
dx

)l

n0(x) (4.212)

j0(x) =
sinx
x

, j1(x) =
1

x2
(sinx− x cosx) (4.213)

n0(x) = −cosx
x

, n1(x) = − 1

x2
(cosx+ x sinx) (4.214)

6. 平面波按球面波展开公式：

eikr cos θ =
+∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) (4.215)

7. 球 Bessel 函数的性质：
(1) jl(k(l)n r) 的正交完备性： ˆ a

0

jl(k
(l)
n r)jl(k

(l)
m r)r2dr = [N (l)

n ]2δnm (4.216)

(2) l 阶球 Bessel 函数系 Fourier 级数展开：

f(r) =
+∞∑
n=1

fnjl(k
(l)
n r), fn =

1

[N
(l)
n ]2

ˆ a

0

f(r)jl(k
(l)
n r)r2dr (4.217)
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(3) 归一化常数：
[N (l)

n ]2 =

ˆ a

0

j2l (k
(l)
n r)r2dr = π

2k
(l)
n

ˆ a

0

J2
l+ 1

2
(k(l)n r)rdr (4.218)

8. 求解球 Bessel 方程的 S-L 本征值问题：
R′′(r) +

2

r
R′(r)−

[
k2 − l(l + 1)

r2

]
R(r) = 0

[αR(r) + βR′(r)]r=a = 0

|R(r)|r=0 < +∞

(4.219)

Rl(r) = Cljl(kr) +Dlnl(kr) (4.220)

在球内自然边界条件下：
Rl(r) = Cljl(kr) (4.221)

代入齐次边界条件：
k(l)n , n = 1, 2, . . . (4.222)

R(l)
n (r) = C(l)

n jl(k
(l)
n r), n = 1, 2, . . . (4.223)

4.8 Green 函数法

4.8.1 Green 函数

1. 二阶常系数偏微分方程：
Lu(x) = f(x), x ∈ Rn+1, n ⩽ 3 (4.224)

L = aij
∂2

∂xi∂yj
+ bi

∂

∂xi
+ c, i, j = 0, 1, 2, 3 (4.225)

2. 自由 Green 函数（基本解）：

LG0(x;x
′) = δ(x− x′), x, x′ ∈ Rn+1, n ⩽ 3 (4.226)

3. 非齐次方程解的一般形式：
u(x) = u0(x) +

ˆ
G0(x;x

′)f(x′)dx′ (4.227)

4. Green 函数： LG(x;x′) = δ(x− x′)

B.C.
(4.228)

4.8.2 Laplace 算符的 Green 函数

1. Laplace 算符的基本解：
(1) 一维 Laplace 算符的基本解：

G0(x;x
′) =

1

2
|x− x′| (4.229)

(2) 二维 Laplace 算符的基本解：

G0(x, x
′; y, y′) =

1

2π
ln
√
(x− x′)2 + (y − x′)2 (4.230)

(3) 三维 Laplace 算符的基本解：
G0(r; r

′) = − 1

4π

1

|r − r′|
(4.231)
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(4) n 维 Laplace 算符的基本解：

G0(x;x
′) =

1

(n− 2)Sn

1

|x− x′|n−2
, Sn =

2π
n
2

Γ
(n
2

) , x, x′ ∈ Rn (4.232)

2. Laplace 算符的 Green 函数： 
∇2g(r; r′) = 0[
g + β

∂g

∂n

]
∂Ω

=

[
G0 + β

∂G0

∂n

]
∂Ω

(4.233)

G(r; r′) = G0(r; r
′)− g(r; r′) (4.234)

(1) 第一类非齐次边界条件 Possion 方程的定解问题：∇2u(r) = f(r), r ∈ Ω ⊂ R3

u(r)|∂Ω = φ(r0), r0 ∈ ∂Ω
(4.235)

u(r) = −
ˆ
Ω

G(r; r′)f(r′)dr′ −
ˆ
∂Ω

φ(r′)
∂G(r; r′)

∂n
dσ′ (4.236)

(2) 第三类非齐次边界条件 Possion 方程的定解问题：
∇2u(r) = f(r), r ∈ Ω ⊂ R3[
u+ β

∂u

∂n

]
∂Ω

= φ(r0), r0 ∈ ∂Ω
(4.237)

u(r) = −
ˆ
Ω

G(r; r′)f(r′)dr′ +
1

β

ˆ
∂Ω

φ(r′)G(r; r′)dσ′ (4.238)

3. 二维圆上 Possion 方程的定解问题：∇2u(ρ, θ) = f(ρ, θ), ρ < a

u(θ)|r=a = φ(θ)
(4.239)

u(ρ, θ) =
1

4π

ˆ a

0

dρ′
ˆ 2π

0

ln ρ
2ρ′2 + a4 − 2ρρ′a2 cos (θ − θ′)

a2[ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ cos θ − θ′]
f(ρ, θ)dθ′+

1

2π

ˆ 2π

0

(a2 − ρ2)φ(θ′)

a2 + ρ2 − 2ρa cos (θ − θ′)
dθ′ (4.240)

当 f(ρ, θ) = 0 时，得到圆上 Possion 公式：

u(ρ, θ) =
1

2π

ˆ 2π

0

(a2 − ρ2)φ(θ′)

a2 + ρ2 − 2ρa cos (θ − θ′)
dθ′ (4.241)

4.8.3 Helmholtz 算符的 Green 函数

1. 三维 Helmohltz 算符的基本解满足的方程：

(∇2 + k2)G0(r; r
′) = δ(r − r′) (4.242)

2. Helmholtz 算符的基本解：
(1) 向外发散的球面波模式：

G+
0 (r; r

′) = − eik|r−r′|

4π|r − r′|
(4.243)

(2) 向内汇聚的球面波模式：

G+
0 (r; r

′) = − e−ik|r−r′|

4π|r − r′|
(4.244)

(3) 叠加的球面波模式：

G0(r; r
′) = −cos (k|r − r′|)

4π|r − r′|
(4.245)
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4.8.4 输运算符的 Green 函数

1. 输运算符的基本解满足的方程：
(
∂

∂t
− a2∇2

)
G0(x, t;x

′, t′) = δ(x− x′)δ(t− t′)

G0(x, 0;x
′, t′) = 0

, x ∈ Rn, n ⩽ 3, t > 0 (4.246)

2. 输运算符的基本解：
(1) 一维输运算符的基本解：

G0(x, t;x
′, t′) =

1

2a
√
π(t− t′)

e−
(x−x′)2

4a2(t−t′)H(t− t′) (4.247)

(2) 二维输运算符的基本解：

G0(x, y, t;x
′, y′, t′) =

(
1

2a
√
π(t− t′)

)2

e−
(x−x′)2+(y−y′)2

4a2(t−t′) H(t− t′) (4.248)

(3) 三维输运算符的基本解：

G0(r, t; r
′, t′) =

(
1

2a
√
π(t− t′)

)3

e−
(r−r′)2

4a2(t−t′)H(t− t′) (4.249)

4.8.5 波动算符的 Green 函数

1. 三维波动算符的基本解满足的方程：(
∂2

∂t2
− a2∇2

)
G0(r, t; r

′, t′) = δ(r − r′)δ(t− t′) (4.250)

2. 三维波动算符的基本解：
(1) 超前 Green 函数：

G+
0 (r, t; r

′, t′) =
1

4π|r − r′|
δ

(
t− t′ +

|r − r′|
a

)
(4.251)

(2) 推迟 Green 函数：

G−
0 (r, t; r

′, t′) =
1

4π|r − r′|
δ

(
t− t′ − |r − r′|

a

)
(4.252)

4.9 其他求解方法

4.9.1 积分变换法

求解一维无界空间弦自由振动的定解问题：utt − a2uxx = 0, −∞ < x < +∞

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ν(x)
(4.253)

方程两边同时对 x 作 F 变换： Utt(ω, t) + a2ω2U(ω, t) = 0

U(ω, 0) = Φ(x), Ut(ω, 0) = V (ω)
(4.254)

通解：
U(ω, t) = Aeiaωt +Be−iaωt (4.255)
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代入初始条件：
U(ω, 0) = A+B = Φ(ω) (4.256)

Ut(ω, 0) = iaω(a− b) = V (ω) (4.257)

解得：

U(ω, t) =
1

2

[
Φ(ω) +

1

iaωV (ω)

]
eiaωt +

1

2

[
Φ(ω)− 1

iaωV (ω)

]
(4.258)

反演得 D’Alembert 公式：

u(x, t) =
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)] +

1

2a

ˆ x+at

x−at

ν(ξ)dξ (4.259)

4.9.2 行波法

求解一维无界空间弦自由振动的定解问题：utt − a2uxx = 0, −∞ < x < +∞

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ν(x)
(4.260)

分解算子并重写波动方程： (
∂

∂t
+ a

∂

∂x

)(
∂

∂t
− a

∂

∂x

)
u = 0 (4.261)

作变量代换： ξ = x+ at

η = x− at
⇒


x =

1

2
(ξ + η)

t =
1

2a
(ξ − η)

⇒


∂

∂ξ
=

1

2a

(
∂

∂t
+ a

∂

∂x

)
∂

∂η
= − 1

2a

(
∂

∂t
− a

∂

∂x

) (4.262)

波动方程化为：
∂2

∂ξ∂η
u = 0 (4.263)

解得：

u =

ˆ ξ

0

f(ξ)dξ + f2(η) = f1(ξ) + f2(η) = f1(x+ at) + f2(x− at) (4.264)

代入初始条件：
f1(x) + f2(x) = φ(x) (4.265)

af ′
1(x)− af ′

2(x) = ν(x) (4.266)

式(4.266)两边积分：
f1(x)− f2(x) =

1

a

ˆ x

x0

ν(ξ)dξ + C (4.267)

解得 D’Alembert 公式：

u(x, t) =
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)] +

1

2a

ˆ x+at

x−at

ν(ξ)dξ (4.268)

4.9.3 冲量定理法

求解一维无限空间弦受迫振动的定解问题：utt − a2uxx = f(x, t), −∞ < x < +∞

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0
(4.269)
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将连续作用的策动力看作一系列相继出现的瞬时力：

f(x, t) =

ˆ t

0

f(x, τ)δ(t− τ)dτ (4.270)

当 t > τ 时，脉冲波满足自由振动的定解问题：u
(τ)
tt − a2u

(τ)
xx = 0, −∞ < x < +∞

u(τ)(x, τ) = 0, u
(τ)
t (x, τ) = f(x, τ)

(4.271)

作时间平移变换并使用 D’Alembert 公式：

u(τ)(x, t) =
1

2a

ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ (4.272)

原定解问题的解为：

u(x, t) =

ˆ t

0

[
1

2a

ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ
]

dτ (4.273)
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